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7- La Solution de Schwarzschild et les trous
noirs

Métrique de Schwarzschild

Nous quittons le domaine des solutions dans la limite en champ faible pour explorer celui des solutions
générales non linéaires de 1’équation d’Einstein. Si on excepte 1’espace de Minkowski, la solution
générale la plus importante est celle établie par Schwarzschild qui décrit les espaces temps vides a
symétrie centrale. Comme nous sommes dans le vide, 1’équation d’Einstein s’écrit Rw= 0.

Puisque nous avons une proposition de solution au jeu d’équations différentielles, il nous suffirait de
I’appliquer pour la vérifier, mais nous voudrions faire mieux.

En fait nous allons esquisser une preuve du théoreme de Birkhoff, qui stipule que la solution de
Schwarzschild est la seule solution aux équations d’Einstein dans le vide correspondante a une symétrie
sphérique.

Métrique a symétrie sphérique

La démarche va d’abord s’appuyer sur une argumentation intuitive non rigoureuse relative a la forme que
doit prendre une métrique a symétrie sphérique, qu’elle soit ou ne soit pas solution de 1’équation
d’Einstein et a partir de la déduire méthodiquement la bonne solution dans ce cas.

La symétrie sphérique est caractérisée par la symétrie de la sphére (dans ce contexte, il s’agit de sphere S?
classique). Comme notre recherche porte sur la métrique d’une variété différentiable, nous allons nous
intéresser a celles qui possedent cette symétrie. Nous savons que les symétries, d’une métrique, sont
caractérisées par ’existence de vecteurs de Killing.

Vecteurs de Killing

Plus, nous connaissons les vecteurs de Killing associés a S%. Il y en a trois. Donc une variété a symétrie
sphérique aura trois vecteurs de Killing, juste comme ceux de la sphére S2 Nous voulons dire par-1a que
le commutateur des vecteurs de Killing sera le méme dans les deux cas, soit en langage plus savant que
I’algebre générée par les vecteurs sera la méme. Quelque chose que nous n’ayons pas montré, mais qui est

vrai, est que nous pouvons choisir nos trois vecteurs de Killing de SZ(V(l), N2, V(3)), tels que :
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Les relations des commutations sont celles de SO(3), le groupe des rotations en trois dimensions.

Ce n’est pas une coincidence, mais nous ne développerons pas ce point. Ce qui nous intéresse c’est
qu’une variété a symétrie sphérique doit posséder trois champs de Vecteurs de Killing obéissant aux
relations ci-dessus.

Auparavant nous avions mentionné le théoréme de Frobénius, qui dit que si nous avons un ensemble de
champs vectoriels qui commutent, alors il existe un jeu de fonctions de coordonnées tels que ces champs
de vecteurs en sont les dérivées partielles. (En fait le théoréme ne s’arréte pas la mais stipule que si on a
des champs de vecteurs qui ne commutent pas, mais dont le commutateur ‘“‘ferme”, le commutateur de
deux champs quelconques dans [’ensemble est une combinaison linéaire d’autres champs dans
[’ensemble, alors les courbes intégrales de ces champs de vecteurs, s ’assemblent pour décrire une sous
varieté de la variété dans laquelle ils sont tous définis).

La dimension de la sous variété peut étre inférieure ou égale au nombre de vecteurs, mais évidemment
pas supérieure.

Les champs de Vecteurs qui satisfont (1) vont bien siir générer des spheres S2.
Comme les champs de vecteurs s’étendent a travers I’espace, chaque point va étre exactement sur une de

ces spheres. (Nous devrions dire presque tous les points, car nous allons voir plus loin, comment il peut y
avoir des exceptions). Alors nous dirons que la variété a symétrie sphérique peut étre foliotée en spheres.

Exemple d’espace temps a symétrie sphérique

Redescendons sur terre et considérons I’exemple le plus simple de I’espace Euclidien tridimensionnel.

Si on choisit une origine alors R® présente manifestement une symétrie sphérique par rapport aux
rotations ayant pour centre cette origine. Par ces rotations (c.a.d par le flux des champs de vecteurs de
Killing), les points se transforment en restant sur la méme Sphére S? a distance fixe de 1’origine.

Ce sont ces sphéres qui stratifient tout R? sauf le centre de symétrie qui reste invariant sous ces rotations.
L’espace est donc pratiquement completement stratifié en spheres concentriques autour de son origine, ce



qui est de nature a nous satisfaire.

Il existe des solutions a symétrie sphérique qui ne possédent pas d’origine autour de laquelle on réalise les
rotations. Le “trou de ver” de topologie R x S* en est un exemple. Il est représenté ci-dessous avec une

dimension de moins S? -> S.
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Dans ce cas, la foliation de la variété tout enticre en spheres est réalisable, sans point “singulier”.

Forme générale d’une métrique a symétrie sphérique

La découpe en couches concentriques suggere de structurer les coordonnées de la variété. C’est-a-dire
structurer notre variété de dimension n, en tenant compte des symétries de la sous variété de dimension
m. Nous utiliserons un jeu de m fonctions de coordonnées u' dans la sous variété, et un jeu de n - m
fonctions des coordonnées V' pour repérer la sous variété concernée (i de 1 a m, I de 1 a n-m). La
combinaison de ces deux jeux de sous-coordonnées permet de baliser la variété entiere. Si la sous variété
est a symétrie spatiale maximum (ce qui est le cas des spheres), nous pouvons utiliser le théoréme qui
stipule qu’il est possible de choisir les coordonnées u de telle sorte que la métrique de la variété complete
soit de la forme :

ds* = guditds” = gry(v)de’do” + fo)(u)du’ded . (2)

Dans cette expression, Y (u) est la métrique de la sous variété. Ce théoréme nous enseigne deux choses :
Il n’y a pas de termes croisés dVdid, et gy(v) et f (v) sont, tous deux, fonction de v seulement,

indépendants des u'. Démontrer le théoréme est plutdt laborieux, mais les courageux sont invités a
consulter le chapitre 13 de Weinberg. Néanmoins c’est un résultat trés probant. En gros, la symétrie du
probléme nous a permis de separer les variables. Les coefficients de la métrique g,(v) et f (v) sont

invariants vis-a-vis de «', quand on se déplace dans la sous variété a coordonnées v!

la symétrie.

constantes, du fait de

Les termes croisés, peuvent étre évités en choisissant les vecteurs tangents @ /& v! orthogonaux a la sous
variété, ce qui veut dire, en d’autres termes, que nous avons bien découpé nos sous variétés de la méme
maniere partout dans 1’espace.
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Maintenant que nous avons fini ces considérations formelles, nous pouvons commencer nos calculs. Dans
notre cas, les sous variétés sont des spheres. Nous sommes donc amenés naturellement a choisir les
coordonnées sphériques (# ,®) dans lesquelles la métrique prend la forme :

d(* = df* + sin” # degp” . 3)

Forme générale d’un espace temps a quatre dimensions a symétrie
sphérique

Comme nous nous intéressons a un espace temps a quatre dimensions, nous nécessitons deux
coordonnées additionnelles que nous appellerons a et b. Le théoréme (2) nous indique que la métrique
d’un espace temps a symétrie sphérique peut étre mise sous la forme :

dst = gy (o, Bde® 4 gu0a, b dadb + dbda) + gy (a, B)dB + +2{a, Bd0O? . (4)

Ou r(a, b) est une fonction pas encore déterminée a laquelle nous avons juste donné un nom
prémonitoire. Nous pouvons ad libitum changer les coordonnées (a, b) en (a, r), en inversant r(a, b)
puisque 7 n’est pas une fonction de a seul. Nous pourrions tout aussi bien le permuter avec (b, r), compte
tenu du réle symétrique de a, b. Nous ne considérerons pas cette situation séparément. La métrique est
alors :

ds* = g.(a,r)da” + g,.(a,7)(dadr + drda) + g,.(a,r)dr* + *d0° . (5)

La prochaine étape consiste a trouver une fonction #(a, r) telle que dans le systéeme de coordonnées (¢, r) il
n’y ait pas de termes croisés dtdr + drdt dans la métrique.

Remarquons que :

dif = H{lu + ,_—Ir'_{l.r' . (6)

Donc :

. AT AWE AN
di? = ‘— da® + ‘— L (dadr + drda) + ‘— dr? . (7)
da da i dar

Nous aimerions remplacer les trois premiers termes de la métrique (5) par :
md i + ndr® (8)

Pour des fonctions de m et n. Ceci est équivalent aux conditions :



g Eaa ©)

n—+m ﬂ i [i
- 5] =9 (10)

et

NCAYEL
"\oa) \or) "9 (11)

On obtient ces équations en calculant m.dt?> + n.dr? a partir de (7) et en identifiant a (5) les coefficients
de (da? da.dr+dr.da, dr?)

Cela fait trois équations pour les trois inconnues #(a, r), m(a, r), et n(a, r), ce qui suffit a notre bonheur

(sous réserve des conditions initiales pour f). Certes elles sont déterminées par rapport aux autres
fonctions g_, g . et g, inconnues elles-mémes, donc a ce titre restent indéterminées. Pourtant cela ne

nous empéche pas de poser notre métrique comme ¢étant de la forme :
ds® = m(i,r)di* +nlt, r)dr* +r2d0* (12)

A ce point, la seule différence entre les deux coordonnées ¢ et » est que nous avons choisi » comme le
coefficient multiplicateur de la métrique de la sphére. Le choix était motivé par notre connaissance de la

métrique de Minkowski qui s’écrit : ds? = - df* + dr? + *dQ?. Nous savons que I’espace temps que nous
considérons est Lorentzien, donc soit m soit n est négatif.

Choisissons m, coefficient de dt? négatif. Ce choix est arbitraire et peut se révéler inapproprié, mais
assumons-le pour I’instant.

Cette assertion n’est pas absurde, du fait que I’espace de Minkowski posséde lui-méme une symétrie
sphérique et peut donc étre décrit par (12).

Ce choix étant fait, changeons les fonctions m, n en a, 3 de sorte que :
de? = —gtaltr) g | 2000 g2 4 2g0? (13)

C’est la forme la plus achevée que nous pouvons tirer des seules considérations de symétrie de I’espace.



Métrique a symétrie sphérique particuliére : Cas de la Relativité
générale

Pour particulariser cette métrique dans le cadre de la Relativité Générale, nous devons maintenant
résoudre les équations d’Einstein qui vont nous permettre de déterminer les fonctions o (2, r) et A, r).

Calcul des symboles de Christoffel non nuls

On ne coupe pas a calculer les symboles de Christoffel avec la métrique (13) nécessaires au calcul du
tenseur de Courbure et de 13, du tenseur de Ricci. Si on désigne par les indices (0,1,2,3) les coordonnées
(¢, r, 6 @) de facon classique, alors les symboles de Christoffel sont donnés par :

[, = Gy [y = tha Y, = e2li-alg, 5
', =ea=fg o [y = o3 [, =3
[2,=1 TL=—pe? T%=l (14)
[l = —re®sin?¢  T% = —sinfleosd Tl = jﬁ‘g .

Les symboles ne figurant pas explicitement sont supposés égaux a zéro ou implicitement désignés par
symeétrie.

Calcul des composantes non nulles du tenseur de Riemann

Les composantes non nulles du tenseur de Riemann sont alors :

By = r-:'z[ﬁ_“-‘[fi{f;'i + (8,3)% — Oy, 3 + (01008, 3 — O — (B100)7]

Ry = —re ¥

R = —re *sin’f da

R'ya = —re a8

Ry = —re *sin?f &8 (15)

Rlyy = re 88
Rlyy = re ¥ sin®0 6,8
R‘z:i;g'1 = {1 - H_.-"l?) f\'llll!ﬂ .

Calcul des composantes non nulles du tenseur de Ricci :

En le contractant comme d’habitude, on obtient les composantes non nulles du tenseur de Ricci :



By = [0384 (0:8)" — thathd] + P[0 + (ha)* — et § + Zdia]
7
2
Ry = —[0%a+ (6ha) — 8iad 8 — ~0i8] + e [328 + (8y8)* — dhadh 5]
-
p)
Rm — :{'}q'}' ( 1 6)

T

Ry = e ¥[8 ba)—1]+1
Ry = Rysind .

Etant dans le vide, toutes les composantes du tenseur de Ricci sont nulles (va =0). De R,; =0, nous

tirons :

8,8 = 0. (17)

Si nous considérons la dérivée par rapport au temps de la composante Rzz, elle est nulle (car R,,= 0).

En utilisant 9,3= 0, nous tirons aisément :

Ay =1} . (18)
Nous pouvons alors écrire :

8 = Blr)

a = fr)+glt). (19)

Le premier terme de la métrique (13) est alors - 2028042 Mais nous pouvons redéfinir notre

coordonnée de temps en remplacant df — ¢20d¢, nous sommes en effet libres de choisir 7 de sorte que
g() =0, d’ou « (t, r) =f(r). nous avons donc

Forme intermédiaire de la métrique

ds? = —e®2 0% 4 P dr? 4 P22 | (20)

Toutes les composantes de la métrique sont indépendantes de la coordonnée ¢. Nous venons de prouver
un résultat crucial :
Vecteur de Killing de type temps associé a la métrique

Toute métrique du vide a symétrie sphérique possede un vecteur de Killing de type temps.

Cette propriété est tellement importante qu’elle a son propre nom.



Métrique stationnaire
Une métrique qui possede un vecteur de Killing de type temps est appelée stationnaire.
Il y a une propriété encore plus restrictive : Une métrique est appelée statique si elle posséde un vecteur

de Killing de type temps qui est orthogonal a une famille d’hypersurfaces. Une hypersurface d’une variété
a n dimensions est simplement une sous variété a (n-/) dimensions.

Métrique statique

La métrique de (20) n’est pas seulement stationnaire, elle est aussi statique, le champ de vecteurs de
Killing 0, est orthogonal aux surfaces ¢ = constante (du fait de ’absence de termes croisés dtdr)

En résumé, dans une métrique statique, rien ne bouge alors que dans une métrique stationnaire les choses
peuvent bouger, mais en conservant la symétrie sphérique. Par exemple une métrique a symétrie statique
va décrire des étoiles ou des trous noirs qui ne sont pas en rotation alors que les mémes systemes en
rotation vont étre décrits par une métrique stationnaire.

Encore que les mots soient assez clairs, ils peuvent préter a confusion, mais la distinction entre les deux
concepts est compréhensible.

Continuons dans notre recherche de la solution précise.

Comme R, et R, s’annulent on peut écrire :

. 2
0= Hz[ﬁ_ujﬂtm + Ry == (0 +0,8) (21)
r

Ce qui implique « = - B+ constante. Nous pouvons nous débarrasser de la constante par ajustement des
coordonnées, donc nous avons :

a=—f. (22)
Penchons-nous sur R,, =0, il devient :
Nt +1) =1, (23)
Ceci est équivalent a :
Fire*) =1. (24)
On peut le résoudre et on obtient :
T

e =14+ — (25)



Forme quasi définitive de la métrique a symétrie sphérique relativiste

Ou M est une constante indéterminée. Avec (22) et (25) notre métrique devient :

de? = — (1 + ‘“_

-1
7) di® + (1 - 11:) dr® + r2d(° | (26)

T
Tous les parametres ont été fixés sauf la constante (. Nous pouvons vérifier que cette forme satisfait les

¢quations restantes R, = 0 et R,, =0, quel que soit y

Il reste a donner une signification physique a J. Le cas le plus important d’utilisation de cette métrique a
symétrie sphérique est la représentation de 1’espace temps autour (a I’extérieur) d’une étoile, d’une
planéte.

La limite de la métrique a I’infini

Dans ce cas on doit retrouver les conditions de champ faible a I’infini quand » — oo . Dans cette limite
(26) implique :

.'{.fr.r.r'::'F —+on) = — (1 + E) '
-
P LK (27)
E,I'.,.,._.l'—}'.'x_jl - ( _'F') =
La limite en champ faible vaut par ailleurs :
g = —(1+28) ,
g = (1-20) (28)

avec le potentiel gravitationnel ¢ = - GM/r.



Comme la métrique doit tendre vers cette limite nous devons poser : (U =-2GM.

Le résultat final : la métrique de Schwarzschild.

Le résultat final est alors la célebre métrique de Schwarzschild.

4 WM, WGMNT L,
ds” = — (1 - ){L‘.' + (l - ) dr® 4 r7d” . (29)

r

Elle est valable pour n’importe quelle solution & symétrie sphérique dans le vide de 1’équation d’Einstein,
M ¢étant un parametre qui doit é€tre interprété comme la masse conventionnelle en mécanique
Newtonienne qu’on peut mesurer en étudiant les orbites a grande distance de la source gravitationnelle.
Quand M — 0 nous retrouvons la métrique de Minkowski comme escompté. Remarquons que quand »
— oo , hous retrouvons asymptotiquement également cette métrique. Cette propriété est appelée courbure
nulle asymptotique.

Le théoréme de Birkhoff stipule que non seulement la métrique de Schwarzschild est une bonne solution,
mais que c’est la seule. Il est intéressant de noter que le résultat est une métrique statique alors que nous
n’avons rien impos¢ a la source sinon la symétrie sphérique. En particulier, nous n’avons pas imposé que
la source soit elle-méme statique, cela peut donc étre une étoile en cours d’effondrement sous réserve que
cet effondrement préserve la symétrie sphérique. Ainsi un événement tel que 1’explosion d’une supernova
typiquement a symétrie sphérique devrait générer tres peu d’ondes gravitationnelles, eu égard a 1’énergie
considérable libérée par ailleurs. Nous avons le méme résultat en électromagnétisme pour les champs
générés par des distributions de charges a symétrie sphérique qui ne dépendent pas de la distribution
radiale

Singularités de la métrique

Avant d’étudier le comportement de particules de test dans la géométrie de Schwarzschild, nous devons
parler des singularités. De la forme de la métrique (29), on voit que les coefficients deviennent infinis
pourr =0 etr=2GM : Un signe plutot inquiétant.

Singularités de coordonnées, singularités vraies

Mais les coefficients de la métrique dépendent des coordonnées, nous devons donc examiner leur
comportement avec circonspection.. Il est possible de rencontrer des singularités de coordonnées qui
résultent d’une discontinuité de la coordonnée mais pas de la variété ou elle s’applique. Un exemple
classique est celui de 1’origine en coordonnées polaires planes ou la métrique ds® = dr* + rPde&® dégénere
et ou la composante gé ¢ = 12 de la métrique inverse explose, méme si ce point ne différe en rien des
autres dans la variété.



Critére de singularité vraie

Quel indicateur indépendant des coordonnées pourrait nous signaler une singularit¢ de la géométrie?
Cette question n’a pas de réponse simple et des livres entiers ont été €crits sur la nature des singularités en
Relativité Générale. Sans rentrer dans les détails, un critére simple qui caractérise un probleme sérieux est
une courbure qui devient infinie. Nous savons quelle est mesurée par le tenseur de Riemann et il n’est pas
simple de dire quand un tenseur diverge, car ses composantes dépendent des coordonnées. Mais nous
pouvons construire des scalaires a partir du tenseur de courbure et comme les scalaires ne dépendent pas
des coordonnées il sera instructif de considérer leur comportement.

Le plus simple est une vielle connaissance :le scalaire de Ricci R = g'“VRW, mais on peut en construire

d’ordre supérieur tels que RH" R,, RHVPO- R etc. Sil’un de ces scalaires (pas nécessairement tous)

HVpO
tend vers 1’infini quand nous approchons un certain point, cela sent la singularité. Il faut aussi vérifier que
ce point est a distance fini, qu’il peut étre atteint au terme d’un voyage de distance finie sur une courbe.
Nous avons la une condition suffisante de définition de singularité, mais pas de condition nécessaire.
Comme c’est difficile de montrer qu’un point donné n’est pas singulier, pour notre propos nous allons
étudier si une géodésique se comporte bien au point en question et si oui, nous considérerons le point non
singulier. Dans le cas de la métrique de Schwarzschild (29), le calcul direct révele que :

12G2 M

ROTR (30)

T

La singularité a r = 0 est une vraie singularité

Cela suffit a nous convaincre que » = 0 est une vraie singularité.

La singularité a r =2GM est une singularité de coordonnées

Mais pour, » = 2GM, rien de compromettant ne se passe, nous en concluons que cette pseudo-singularité
résulte d’un choix inappropri¢ des coordonnées. Il nous reste a opérer une transformation pour travailler
avec des coordonnées appropriées, si c’est possible. Nous verrons bientot que oui et que la surface r =
2GM se comporte régulicrement (quoiqu’elle présente quelques particularités intéressantes) dans la
métrique de Schwarzschild.

Casder<2GM

Ayant €clairci ce probleme de singularités, faisons remarquer que ce qui se passe a r < 2GM mérite qu’on
s’y attarde un petit peu. La solution que nous avons établie n’est valide que dans le vide et nous
supposons qu’elle s’applique a I’extérieur d’un corps sphérique tel qu’une étoile. Dans le cas du Soleil
ceci concernerait une étoile d’un rayon de :

Ry = 10°GM,, . 31)



Mais, r=2GM ., est bien a 'intérieur du soleil ou la metrique de Schwarzschild ne s’applique pas. En

fait les solutions réalistes a l’intérieur d’une étoile, sont de la forme :

r T

) WGmir)\ . WCm(r)\~ .,
is” = — (1 - m{r)) dr* + (1 - mf_r]) dr® + r%d0? . (32)

Voir Schutz pour les détails. Ici m(r) est une fonction de » qui tend vers zéro plus vite que 7 lui-
méme, donc nous n’avons pas de singularités a » = () dans ce cas. Cependant il y a des objets, comme les
trous noirs, pour qui la métrique de Schwarzschild compléte est requise. Laissons donc notre imagination
vagabonder bien loin de notre systéme solaire pour considérer ce qui suit.

Equation géodésique en métrique de Schwarzschild

Pour comprendre cette métrique étudions le comportement des géodésiques. Calculons les symboles de
Christoffel non nuls pour cette métrique de Schwarzschild :

1 GM . o) 1 —GM ] GM
F‘.KF — —Tr{." — 2{7.1‘.” 1—‘-” — m 1—‘,:" o m
=1 Th=—(r—2GM) Th=1! (33)

[y =—(r—2GM)sin®d T3 =—sinfceost T3 =252,
L’équation géodésique va €tre représentée par ces quatre équations ou A est un parametre affine :

&t 2GM  dr dt
2T rir—2GM)dhdr

dr  GM de )\’ GM dr\*
ar —agan (&) - O
a2 w;( ) ( )

0, (34)

dr]  r(r—2GM) \dr 35)
2 F
—(r — 2GM) K%) +s'.u'*ﬂ(j—":) } =0,
dto 2dodr . fde\*
@-l_;ﬁﬁ —hlllﬂi.ﬂhﬂ(ﬁ) =1, (36)

et

& 2dg dr o C0S 0d do

d\t  rdhdy | Csin@dhdh (37)

A premiére vue, il n’y a pas beaucoup d’espoir de résoudre simplement ce jeu d’équations couplées.



Résolution indirecte de I’équation géodésique par les vecteurs de
Killing

Mais notre tiche va se simplifier sérieusement du fait du haut degré de symétrie de la métrique de
Schwarzschild. Nous savons qu’il y a quatre vecteurs de Killing, trois pour la symétrie sphérique et un
pour les translations dans le temps.

Invariants associés aux vecteurs de Killing

Chacun d’eux correspond a une constante du mouvement pour une particule libre. Si K" est un vecteur de
Killing nous savons que :

L
K dx

T constant . (38)

Invariant métrique

De plus, il y a une autre constante associée au mouvement sur une géodésique. La compatibilité avec la
métrique implique que le long de la trajectoire la quantité :

et dat
e = —g,, A 39
T ax da (39)
est constante. Naturellement pour une particule massive nous choisirons A = 7, et cette relation devient

€ =- gWU“UV =+ 1. Pour une particule sans masse nous aurons toujours ¢ = 0. Considérons aussi le cas

de géodésiques de type espace (bien qu’elles ne correspondent pas a des chemins pour des particules),
pour elles nous choisirons ¢ =- 1.

Signification des invariants

Plutét que d’écrire maintenant les expressions explicites des quatre quantités conservées associées aux
vecteurs de Killing, penchons-nous sur leur signification. Remarquons que les symétries qu’elles
représentent sont aussi présentes dans I’espace temps de Minkowski, ou les quantités conservées en
question sont bien connues.

Invariance dans le temps : conservation de I’énergie

L’invariance dans le temps conduit a la conservation de 1’énergie, tandis que les trois invariances sous les
trois rotations d’espace conduisent a la conservation des trois composantes du moment cinétique. Ceci
s’applique également dans la métrique de Schwarzschild.



Invariance dans I’espace : conservation du moment cinétique

Au moment cinétique sont associés les trois vecteurs d’espace, I'un représente I’amplitude et les deux
autres la direction. La conservation de la direction signifie que la particule se meut dans un plan que nous
pouvons choisir comme étant le plan équatorial de notre systéme de coordonnées.

Si une particule n’est pas dans ce plan, nous pouvons opérer une rotation sur les coordonnées jusqu’a ce
qu’elle y soit.

Donc les deux vecteurs de Killing qui conduisent a la conservation de la direction du moment cinétique
impliquent :

-I'?—G. (40)

Les deux vecteurs restants correspondent a 1’énergie et a I’amplitude du moment cinétique. L’énergie
provient du vecteur de Killing de type temps K = 9, soit :

I;I Ti
K, = (— (1 - _m,;) .0,0, ﬂ) : (41)

"

Le vecteur de Killing contrdlant la conservation de I’amplitude du moment cinétique est L = aqy soit :

Ly = (0,0,0,r*sin* @) . (42)

Comme (40) implique sin# =1 sur les géodésiques qui nous intéressent, les deux quantités conservées
sont alors (cf 38) :

IGM dt
(-7 &= @)
et
.‘,finb
L
TdA (44)

Pour les particules sans masse on peut les interpréter comme 1’énergie et le moment cinétique. Pour les
particules massives elles seront I’énergie et le moment cinétique par unité de masse de la particule. A
noter que I’invariance de (44) correspond a la deuxieme loi de Kepler (Aires égales balayées dans des
temps égaux).

Orbites des particules en métrique de Schwarzschild

Ensemble, ces quantités conservées nous procurent un moyen convenable pour comprendre les orbites des
particules dans la géométrie de Schwarzschild. Développons I’expression (39) pour ¢« on obtient :

9GMN fdiy* aG My fdry L, fday
( T ) (d}.) + ( T ) (d.).) +r (d}.) £ (45)

Si nous multiplions ceci par (1 - 2GM/r) et utilisons nos expressions de E et L, nous obtenons :




Equation géodésique : forme 1

. 2 ¥ i 2
() 2 (2 o

Notre équation unique en 7(A) est un réel progres, si nous considérons le systéeme complexe d’équations
couplées du départ, mais elle peut avoir encore meilleure allure écrite comme.

Equation géodésique : forme 2

3

dr " -
(&) +vin=:

E?, (47)

g | =
b | =

ou

“Potentiel” gravitationnel en Relativité Générale en métrique de

Schwarzschild
Vir 1 GM I* ML
) = Ei‘.— £ . - 52 g3

(43)

L’équation (47) est précisément celle du mouvement classique d’une particule de masse unité et d’énergie
1/2(E?) dans un potentiel unidimensionnel défini par V(r), (I’énergie réelle de la particule par unité de
masse est £, mais le potentiel effectif pour la coordonnée r est en rapport avec 72 E?).

Trajectoires typiques

Notre situation est un peu différente de celle du mouvement classique.

Les trajectoires considérées sont des orbites autour d’une étoile ou tout autre corps massif

Nous nous intéressons non seulement aux relations 7(A), mais aussi a # A) et @ (A). Cependant, il n’est
pas évident de bien comprendre la structure des orbites uniquement a partir du comportement de leur
rayon, il est donc trés instructif de nous ramener a un probléme que nous savons résoudre.

Comparaison avec la mécanique Newtonienne

Les similitudes avec la gravitation Newtonienne que révele la forme de (47) vont nous aider. La
différence dans notre cas réside dans I’expression du potentiel (48) ou nous avons un terme
supplémentaire. Notons que notre équation est exacte, elle n’est pas une approximation en série de 1/r.
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Dans le potentiel décrit par (48), le premier terme est une constante, le deuxiéme terme correspond
exactement au potentiel Newtonien, le troisiéme terme est une contribution du moment cinétique qui
prend la méme forme en gravitation Newtonienne et en Relativité Générale.

Influence du terme supplémentaire de la métrique de
Schwarzschild

Le dernier terme en 1/1°, propre a la Relativité Générale fait toute la différence surtout quand r est petit
Regardons les différents types possibles d’orbites illustrés sur la figure. Il y a différentes courbes V(r)
correspondant aux différentes valeurs de L. Pour chacune de ces courbes le comportement de I’orbite

peut s’évaluer en comparant 1/2(E?) a V(7).

Sous I’effet du potentiel, la particule va se rapprocher de la source de gravitation et lorsque le potentiel

s’est réduit a V(r) = 1/2(E2), elle recommence a s’en ¢éloigner. Selon les cas la particule peut s’échapper,
sa trajectoire étant simplement déviée ou elle peut étre capturée par la source de gravitation orbitant alors
autour d’elle. L orbite peut étre circulaire r, = constante, si cela arrive le potentiel est constant, dV/dr = 0.

Conditions associées a une orbite circulaire

En différenciant (48), nous trouvons que les conditions associées a une orbite circulaire sont :
eGMr — L, +3GME*v =10, (49)

ou y= 0 en gravitation Newtonienne et y= 1 en Relativité Générale. Les orbites circulaires sont stables si
elles correspondent & un minimum du potentiel et instable si elles correspondent @ un maximum. Les
orbites captives qui ne sont pas circulaires vont osciller autour du rayon de 1’orbite circulaire stable.

Cas mécanique Newtonienne
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En gravitation Newtonienne, les orbites circulaires sont définies par :



L‘.’
T eGM

(50)

Te

Pour les particules sans masse, il n’existe pas d’orbite circulaire, ¢’est conforme a la figure, qui montre
qu’il n’y a pas d’orbites captives quelles qu’elles soient. Bien que ce ne soit pas évident dans ce systeme
de coordonnées, les particules sans masse se meuvent en ligne droite en mécanique Newtonienne, la force
sur une masse nulle valant zéro (Glissons sur le probléme de la particule de masse nulle en mécanique
Newtonienne).

Un photon d’énergie E venant de » = oc va progressivement "ralentir " (en fait dr/d A va décroitre sans
que cela ne change la vitesse de la lumiére) jusqu’au point le plus pres et puis il va s’éloigner de nouveau
Vers r = oo .

Les valeurs les plus basses de L pour lesquelles le photon se rapproche puis s’éloigne, sont celles
correspondant aux trajectoires qui se dirigeaient initialement au plus prés du corps générant le champ.

Pour les particules massives ces trajectoires vont étre des orbites circulaires stables de rayon (50) ou des
orbites captives qui vont osciller autour de ce rayon. Si I’énergie est supérieure a la valeur asymptotique
E=1, les orbites seront non captives, la particule s’approchant puis s’¢loignant indéfiniment. Nous savons
qu’en mécanique Newtonienne, ces orbites sont des sections coniques. Les orbites captives sont soit des
cercles soit des ellipses, tandis que les orbites non captives sont des hyperboles ou paraboles (nous ne le
montrerons pas ici).

Cas Relativité générale

En Relativité générale il en va tout autrement mais seulement pour les faibles valeurs de ». Comme la

différence réside dans le terme - GML?/>, quand r — oo les comportements sont les mémes dans les
deux théories. Mais quand » — 0 le potentiel tend vers - oc au lieu de + oc dans le cas Newtonien. A r
= 2GM le potentiel vaut zéro. En de¢a de ce rayon c’est un trou noir, dont nous parlerons plus loin. Pour
les particules sans masse, il y a toujours une barriere (sauf pour L =0 ou le potentiel est identiquement
nul), mais un photon suffisamment énergétique va néanmoins franchir cette barricre et €tre aspiré vers le
centre (Suffisamment énergétique se rapporte au moment cinétique- en fait la fréquence du photon est
immatérielle, seule compte la direction dans laquelle il pointe). Au sommet de la barriére les orbites
circulaires sont instables. Pour¢ = 0, y= 1, on peut facilement résoudre (49) : on obtient :

re = 3GM . (51)
Ceci est représenté sur la figure qui montre un maximum de V(r) a » = 3GM pour chaque L. Cela veut

dire qu’un photon peut orbiter ad vitam eternam a ce rayon, mais que la moindre perturbation 1’éjecte soit
ar=0soita r=oc.
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Pour les particules massives, il y a également différentes possibilités en fonction du moment cinétique.
Les orbites circulaires sont :

LY+ /LT - 1262 M2
- WM

(52)

Te

Pour les grandes valeurs de L, il y a deux orbites circulaires, une stable et une instable, dans le cas ou L
— oo leurs rayons sont :

Te

L+ (1 — 6G2M?/L?) ( L?

,3GM) .
2GM M’ ) (53)

Dans cette limite, I’orbite circulaire stable devient de plus en plus grande quand L croit, tandis que
I’autre se rapproche de 3GM, situation qui rappelle le cas sans masse.

Quand L décroit les deux orbites circulaires se rapprochent, elles coincident quand le discriminant de (52)
s’annule pour :

L =+12GM , (54)
pour lequel :
re = BGM (55)

Il n’y a plus d’orbite circulaire stable sous cette valeur 6 GM qui est le plus petit rayon possible pour une
orbite stable dans la métrique de Schwarzschild.



Il y a aussi des orbites non captives, venant de 1’infini et y retournant apres avoir négocié un virage et des
orbites captives mais non circulaires qui vont osciller autour du rayon de I’orbite circulaire stable. De
telles orbites décrites exactement par des sections coniques en mécanique newtonienne auront des
solutions différentes en Relativité générale, encore que nous allons avoir a résoudre 1’équation d®/dt pour
le démontrer.

Finalement, il y a des orbites venant de I’infini qui se terminent & r = 0. Ceci arrive si I’énergie est
supérieure a la barriére ou pour L <V12 GM, quand la barriére disparait totalement.

Synthése sur les orbites circulaires

Nous avons donc trouvé que la solution de Schwarzschild comporte des orbites circulaires stables pour r
> 6GM et des orbites circulaires instables pour 3GM < r < 6GM. 1l est important de rappeler que tout ceci
ne concerne que les géodésiques. Rien n’empéche d’arréter une particule plongeant sous » = 3GM et la
faire émerger aussi longtemps qu’elle reste au-dela de » = 2GM.

Validation expérimentale de la Relativité générale

La plupart des expériences de Relativité générale concernent le mouvement des particules de test dans le
systeme solaire et par-la méme les géodésiques de la métrique de Schwarzschild, arrétons-nous un instant
sur ces tests.

Einstein proposa trois tests : La déviation des rayons lumineux, la précession du périhélie de Mercure et
le décalage vers le rouge. La déviation des rayons lumineux est vérifiable dans le contexte de la limite du
champ faible et n’est pas un bon exemple pour vérifier la forme exacte de la géométrie de Schwarzschild.
Les observations effectuées pendant les éclipses ont confirmé la prédiction de la Relativité Générale
(Encore qu’il y aurait a redire a certaines conditions expérimentales).

La précession du périhélie de Mercure

La précession du périhélie vient du fait que les orbites non circulaires ne sont pas des ellipses fermées,
elles peuvent étre approximativement décrites par des ellipses qui précedent, décrivant un genre de motif
floral.

En utilisant nos équations géodésiques, nous pouvons les résoudre en d®P/d A en termes d’une série de
Iexcentricite e de I’orbite et de la obtenir la fréquence de precession @, définie par 2x diviseé par le
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temps mis a réaliser cette précession d’un tour complet. Pour les détails voir Weinberg comme
d’habitude. La réponse est :

3G M2

L, - B rs ]
* el — g )2

(56)

Ou nous avons réintroduit "c" pour faciliter la comparaison avec I’observation. (Vous pouvez a titre
d’exercice établir cette relation au premier terme en e non nul). Historiquement la précession de Mercure
a été le premier test de la Relativité¢ Générale (Il faut dire que les données expérimentales existaient). Les
données pour Mercure sont les suivantes :

GM; y
2 = 148 = 10" ¢cm | 57)

a = 5.55x 10" ¢m

Etc=3.00 x 10'% cm/sec. Ceci donne W, =2.35 10" sec!. Autrement dit, le grand axe de I’orbite de

Mercure précede a un rythme de 42.9" (42,9 secondes d’arc) par si¢cle. La valeur observée est 5601"/100
ans. De ceci il faut soustraire la précession des équinoxes de notre systéme de coordonnées géocentrique,
soit 5025"/100 ans, pour étre précis. Les perturbations gravitationnelles des autres planétes contribuent
pour 532 "/100 ans en sus, laissant les 43 "/100 ans de contribution a la Relativité générale, conformes au
calcul.

Décalage vers le rouge en métrique de Schwarzschild

Le décalage vers le rouge est un autre effet qui est déja sensible dans la limite du champ faible. Cet effet
sera prédit par n’importe quelle théorie qui inclut le principe d’équivalence. Cependant comme il
s’applique a des régions limitées de 1’espace temps, son effet a grande échelle va dépendre de la métrique
et donc de la théorie en question. Cela vaut donc la peine de le calculer dans la métrique de
Schwarzschild. Considérons deux observateurs fixes aux coordonnées d’espace (r,,0,, @) et (r,,0,,P,).

Selon (45), le temps propre de 1’observateur i va étre relié a la coordonnée de temps ¢ par :

T 2G M\ '/
dri (1 B _Fw) _ (58)

ot

Ti

Supposons que ’observateur © | émette une impulsion lumineuse qui voyage jusqu’a I’observateur O
5 telle que @ | mesure que lintervalle entre deux crétes consécutives de 1’onde lumineuse est A T,.

Chaque créte suit le méme chemin vers O , séparée seulement par la coordonnée de temps :



2G MY 1
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Al = (1 - (39)

Cette séparation en coordonnée temps ne change pas le long de la trajectoire du photon, mais le deuxieme
observateur mesure un intervalle entre crétes successives de :

267 M 2
Ar = (1—'{””) At

T

1-9GM/r\"? (60)
1— 2GM [ry e

Comme ces intervalles A T, mesurent le temps propre entre deux crétes d’une onde électromagnétique,
les fréquences observées vont donc étre :

[P i'."]

1—2GM/r (61)
1—-2GM/rs)

C’est un résultat exact pour le décalage de fréquence, dans la limite » >> 2GM nous avons :

Wy GM N GM
L T ] (62)

= 149 —Fy.

Ceci indique que la fréquence décroit quand le potentiel ® croit, ce qui se produit quand nous grimpons
dans un champ gravitationnel, d’ou un décalage vers le rouge, ce qui est bien conforme a ce que nous
avions déduit du principe d’équivalence.

[Note JF : Dans son livre « Space time and Geometry » Sean M. Carroll a remplacé cette démonstration
par une déemonstration plus « physique » utilisant la conservation de [’énergie d’un photon sur une

géodeésique radiale. L énergie (égale a la fréquence, si on pose # =1) mesurée vaut : @ = Ly Urdx"/d},
relation qui définit en fait la normalisation de A. La 4-vitesse associée a [’observateur statique de
Schwarzschild vaut U? = (1-2GM/r)"?2, ce qui donne U, = (1-2GM/r)'? et donc : o = (I-ZGM/r)l/2
dx’/d). = (1 -ZGM/r)]/ 2 dydi = (1 -ZGM/r)’]/ 2 E, en utilisant la conservation de I’énergie E donnée par

(43). Dans ces conditions, avec les mémes conventions que ci-dessus on retrouve les équations (61) et
(62) mais établies de fagon plus « physique ».]



Autres tests de la Relativité générale

Pulsar binaire

Le pulsar binaire PSR 1913+16 découvert par Taylor en 1974 voit sa période orbitale décroitre par
émission de rayonnement gravitationnel. Cette décroissance minime, est conforme a la prédiction de

théorie de la relativité générale avec une précision record de 10 ~14

Effet Shapiro

Un autre est le retard temporel gravitationnel avant une occultation, découvert et observé par Shapiro.
C’est juste le fait que le temps écoulé sur deux géodésiques lumiere différentes entre deux événements
spatialement “identiques” mais a des moments différents ou les conditions sur ces géodésiques sont
différentes n’est pas forcément le méme. Il a été mesuré par réflexion sur Vénus et Mars de signaux Radar
avant occultation par le Soleil et est conforme a la prédiction de la RG.

Entrainement du référentiel de Lense-Thirring.

Un autre effet qui n’a pas encore été observé directement est 1’effet d’entrainement du référentiel de
Lense-Thirring. Cependant, en 1997 une €quipe américaine et une équipe italienne ont observé le
phénomeéne d’entrainement du référentiel dans le voisinage d’étoiles a neutrons et de trous noirs, en
¢tudiant 1’énergie en rayons X émise lorsqu’ils absorbent de la matiere. La quantité d’énergie émise et sa
fréquence correspondent une précession de Lense-Thirring pour 3 des 15 étoiles a neutrons observées et
pour les 5 trous noirs. Les scientifiques ont rappelé que ce ne sont pas des preuves définitives. La
mesure directe de ’entrainement du référentiel par le champ terrestre (effet extrémement faible) fait
I’objet d’un projet, de lancement d’un satellite Gravity probe B qui utiliserait des gyroscopes d’extréme
précision dont on mesurerait la précession en en extrayant la part due a la RG. A priori un tel projet n’est
pas pour demain et peut étre remis en cause a tout moment.

Géométrie des trous noirs

Nous connaissons maintenant le comportement des géodésiques a I’extérieur du rayon critique » = 2GM,
ce qui concerne la situation dans notre systéme solaire et la plupart des objets astrophysiques.

Penchons- nous maintenant sur 1’étude des objets dans le cadre de la métrique de Schwarzschild pour des
valeurs de 7 inférieures a 2GM : les trous noirs. (Nous utiliserons le terme trou noir, méme si nous
n’avons pas encore bien défini ces objets).

Une fagon de comprendre une géométrie est d’explorer sa structure causale définie par ses cones de
lumiere. Nous allons considérer des courbes radiales, donc # et @ sont constants et ds’=0:



C IJ g C 2 i -1 [
def =0 = — (1 — _F”) df* + (1 — {F'H') di | (63)

T T

duquel on tire :

(64)

di 2G MY, !
L (12

dr r

Ceci mesure la pente des cones de lumicre, sur un diagramme d’espace temps dans le plan 7. Si r est
grand la pente vaut +1, et ce sera un espace Euclidien, quand nous approchons » = 2GM, dt/dr — +~ ,
et les cones de lumiere se ferment :

2CM

Ou a nouveau il est question de la pseudo-singularité a r =2GM

Ainsi, un rayon lumineux qui approche » = 2GM parait ne jamais 1’atteindre du moins dans ce systéme de
coordonnées, au lieu de cela, il semble s’en approcher asymptotiquement. Comme nous allons le voir,
c’est une illusion, et le rayon de lumiére (ainsi qu’une particule massive) n’a aucun probléme a atteindre »
= 2GM. Mais un observateur ¢loigné, ne s’en rendra pas compte. Si nous restions a 1’extérieur, a bonne
distance du trou noir, tandis qu’un observateur intrépide plongeait dans le trou noir, en nous envoyant des
signaux régulierement espacés dans son référentiel, nous recevrions ses signaux de plus en plus espacés :

2GM
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Ceci apparait clairement sur la figure et est confirmé par le calcul de A T /A T, que nous avons fait

lorsque nous nous intéressions au décalage spectral gravitationnel (61).). Au fur et a mesure que
I’astronaute tombe vers r = 2GM, chaque intervalle fixe A T, de son temps propre correspond a un

temps de plus en plus long A T, de notre point de vue. Ceci continue a jamais, et nous ne verrons jamais

I’astronaute atteindre » = 2GM, nous le verrons se déplacer de plus en plus lentement et rougir a vue d’ceil
ce qui est bien normal quand on est assez stupide pour se jeter dans un trou noir.

Le fait que nous ne le verrons jamais atteindre » = 2GM est une proposition sensée, mais le fait que sa
trajectoire dans le plan #-r ne I’atteint pas, n’est pas fondée. Cette situation dépend de notre systéme de
coordonnées et nous voudrions poser une question indépendante du systéme de coordonnées, telle que :
I’astronaute atteint-il ce rayon critique en un temps fini de son temps propre ?

Comment effacer la pseudo-singularité par un changement de
coordonnées ?

La meilleure facon est de changer de coordonnées pour un systeéme qui n’est pas sujet a des bizarreries a
r =2GM. Puisque que nous avons montré la nature “référentielle” de la singularité, il y a des solutions
pour la faire disparaitre, et nous allons nous attacher a les trouver.

Il n’y a pas de moyen systématique pour trouver ces solutions, nous allons décrire notre démarche
intuitive et D’appliquer. Nous allons procéder par étapes, en espérant faire les choix qui paraissent
conformes aux objectifs que nous poursuivons.

Le probléme avec notre systéme est que dt/dr — oc le long des géodésiques radiales nulles quand nous
approchons » = 2GM, la progression dans la direction de r devient de plus en plus lente selon la
coordonnée de temps 7. On peut essayer de palier ce probléme en remplagant ¢ par une coordonnée qui se

meut elle aussi de plus en plus lentement le long des géodésiques nulles.

D’abord remarquons que I’on peut résoudre explicitement la condition (64) caractérisant les courbes
nulles radiales pour obtenir :

f = +r* + constant | (65)

\ r * ’ .
ou la coordonnée de la tortue » est définie par :

L] . 0 il 'r _
r*=r+4+2GMIn (E{?M' 1) ) (66)

La coordonnée de la tortue n’est valide que quand r = 2GM, car en deca elle n’est pas définie
(logarithme d’un nombre négatif). En termes de coordonnées de la tortue, la métrique de Schwarzschild
devient :

2 M . o -
ds* = (1 X H) (—{1.’." +{lr") + 50" | (67)

"

Ou r est supposé une fonction de || y a un mieux, maintenant les cones de lumiere ne se referment
plus, et de plus aucun des coefficients de la métrique n’explose pour r = 2GM (bien que g, et g«

s’annulent). Le prix a payer pourtant est que la surface qui nous intéresse a » = 2GM a été rejetée a
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Notre prochaine étape va étre de définir des coordonnées naturellement adaptées aux géodésiques nulles.
Si nous posons :

it = 47"

i = t—1F,

(68)

Alors les géodésiques radiales nulles entrantes sont caractérisées par @ = constante, tandis que celles
sortantes satisfont © = constante (cf 65). Revenons a la coordonnée initiale », mais remplagons la
coordonnées de temps ¢ par la nouvelle coordonnée i .

Coordonnées de Eddington-Finkelstein

Nous définissons ainsi les coordonnées de Eddington-Finkelstein. En ces termes la métrique est :

4 26 M . g
ds = — (1 - ){lﬂe + (ditdr + drdit) + rd2* . (69)

r

Nous voyons la un réel signe de progres. Méme si le coefficient de la métrique gia @ s’annule pour » =
2GM, 1l n’y a pas dégénérescence, le déterminant de la métrique vaut :

g=—r'sin* @, (70)

Ce qui est tout ce qu’il y a de plus régulier a » = 2GM. Donc la métrique est inversible et nous voyons une
fois pour toutes que » = 2GM est simplement une singularité de coordonnées de notre systéme original (¢,
r,0 ,@) En coordonnées Eddington-Finkelstein la condition de courbe radiale nulle s’exprime :
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dit 0, (infalling)
{ (71)

- = |
dr 2 (1 - H’—H) . (outgoing)

T

Nous voyons que la transformation préserve un cone de lumiére régulier a » = 2GM, et que la coordonnée
de cette surface est a une distance finie. Il n’y a pas non plus de probléme pour les chemins de type
lumiere ou temps au-dela de la surface. Poursuivons notre démarche.

Certes les cones de lumiére ne se ferment pas, mais ils s’inclinent progressivement ce qui fait que pour r
<2GM tous les chemins pointant vers le futur correspondent a r décroissant.

i
N o 7
—— e = = const
N s !,i'__‘,/
;
r=>0 r=2GM

L’Horizon événementiel

La surface » = 2GM, tout en étant réguliere localement se comporte comme un point de non-retour, une
particule qui passe ce point ne reviendra jamais. Pour cela » = 2GM est appelé I’horizon, événementiel,
aucun événement a » < 2GM ne peut influencer un autre événement a » >2GM.

Remarquons que I’horizon, événementiel est une surface de type nul, pas de type temps. Remarquons
également que comme rien ne peut s’en échapper par cet horizon, il est impossible de voir a I’intérieur
d’ou le nom de trou noir.

Revenons sur ce que nous avons fait. Du fait que notre systéme de coordonnées original n’était pas
appropri¢ a la description de notre variété en son entier, nous avons changé la cordonnée ¢ en une
nouvelle @ , dont la qualité essentielle est de ne pas présenter de singularité lorsque nous faisons
décroitre 7 le long d’une courbe de type lumiere @ = constante, nous permettant d’atteindre 1’horizon sans
souci. Un observateur local traverserait 1’horizon sans s’en apercevoir, la géométrie n’étant pas différente

d’ailleurs.

Nous concluons que nos soupgons étaient fondés et que le systéme de coordonnées initial n’était pas
approprié pour décrire au mieux la variété en son entier. La région » < 2GM doit appartenir a notre
espace temps puisque des particules physiques peuvent y accéder normalement.
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Premiere extension du domaine de la variété accessible par la métrique

Rien ne prouve que nous en avons terming, il y a peut étre d’autres directions vers lesquelles nous
pouvons étendre notre variéteé.

En fait, il y en a. Remarquons que dans le syst¢tme de coordonnées (@ , ) nous pouvons traverser
I’horizon événementiel dans le sens du futur, mais pas dans celui du passé.

Ceci semble déraisonnable, puisque nous sommes partis d’une solution indépendante du temps. Si on
avait choisi ¢ ala place de # , dans ce cas la métrique aurait été :

260M

"

df = — (1 - ) di? — (didr + drdi) + 12402 | (72)

On pourrait toujours traverser 1’horizon, mais dans le sens du passé cette fois : on ne peut que ressortir.

=
5
A - R
/ :! \"\\ f‘::-:f:\\_ .
7 e S v — const
\/ 3\
I
r=10 r=2GM

C’est quand méme surprenant, nous pouvons soit avoir des chemins dirigés vers le futur, soit vers le passé
pour traverser 1’horizon » = 2GM, mais nous arrivons a différents endroits. On pouvait s’en douter du fait
de la définition de (68) puisque @ constant et » décroissant, f —+ + o~ , tandis que a & constant r

r M /4 *
décroissant ¢ — - oc . Les coordonnées de la tortue » tendent vers - o« quand » —+ 2GM. Donc nous
avons ¢étendu I’espace temps dans deux directions différentes, une vers le passé, une vers le futur.

Recherche de la forme d’extension maximum

Poursuivons, maintenant en examinant si en suivant des géodésiques de type espace, nous allons couvrir
d’autres régions. Effectivement cela permet explorer d’autres régions de I’espace temps. Pour gagner du
temps allons droit au but et définissons des coordonnées satisfaisantes partout. La premiére idée qui vient
a esprit est d’utiliser @ @ a la place de 7 ef r. Cela conduit a :
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dst ==

2 r

1/ 96GM -
[1 - ) (dids + didii) + r2d0? (73)

Avec r défini implicitement en termes de @ et © par :

1 an
5@ =) =7 +2GMIn (ﬁ _ 1) . (74)

Ce faisant nous avons réintroduit la dégénérescence de départ, dans ces coordonnées » = 2GM est rejeté a
I’infini (soita @ =- oc soita © =+ oc ). Changeons donc ces coordonnées de fagon a ramener ces points
a distance finie. Un bon choix est :

P AGM

u
o = e EMGM (75)

Par rapport aux coordonnées initiales (¢, r) cela donne :

o = ( ! _1)”':[7-:_1;1;?.!.1
Ef_:rrlﬂrf 6

r e [r—1) /4G M
S 1] Fi
o= -1 I .
(E{rM )

Dans le systeme de coordonnées (1, v',# ,®) la métrique de Schwarzschild est :

5 166G MY 5
ds® = ——— 7 EM QA + de'dud) 4 rd0? . (77)
-

Ainsi toute forme de singularité de la métrique a » = 2GM disparait completement, les coefficients
restant bien sages a I’horizon événementiel.

Finalisation du changement de coordonnées
Les coordonnées u” et v' sont toutes deux de type " nul ", car leur dérivées partielles @ /@ u’et 9 /d v’
sont des vecteurs nuls. Cela ne géne en rien du fait que les quatre vecteurs dérivées partielles (deux nuls

et deux de type espace) de ce systéme peuvent servir valablement de base a 1’espace tangent.

Néanmoins il est plus aisé de travailler dans un systéme dont une coordonnée est de type temps et les
autres de type espace. Nous définissons donc :



1
w o= E{zrf -1

e (78)
= ( ; fiw - 1) MEM o (1/4G M)
et
o= é{if-l—i,")
P 12 79
- ( ; {;M —1) & HMOM i (1/4GM) (7
Le but recherché : les coordonnées de Kruskal
En ces termes la métrique devient :
PO TaINE.
ds* = M;—:_Tﬂmf (—dv® + du®) + r*dQ* | (80)
.
ou 7 est implicitement défini par :
{!I.g = {IJ{:I‘FI _ 1) G2 (81)

Les coordonnées (v, u,d ,®) sont dénommées coordonnées de Kruskal ou quelquefois coordonnées de
Kruskal-Szekeres. Notons que v est la coordonnée de type temps.

L’intervalle de variation de u, v peut, étre étendue comme suit : - 00 <u, v <+ oo avec v’ <u? +1, sur la
base de I’équation (81). Ce qui permet de couvrir les quatres régions délimitées par le diagramme de
Kruskal. La relation " v? <u?+ 1 " vient du fait que la valeur minimum de (81), qui est obtenue lorsque r
=0, vaut " -1".

Pour obtenir les valeurs de ¢,  a partir de u, v et réciproquement, a partir des équations (78) et (79) on
voit qu’il faut généraliser leur expression en les écrivant :

u=-+- Or/2GM) - 102 ¢ "4GM _cosh (1/4GM) (78 ")
v=+/- O(r2GM) - 10/% ¢ "4CM ginh (#4GM) (79"
La valeur entre " [T signifiant " valeur absolue" (sinon on pourrait prendre la racine carrée d’un nombre
négatif) les signes "+ et -" étant une conséquence de (81) si u, v sont solutions de (81) alors -u et -v le

sont également. Ceci s’applique rétroactivement a certaines expressions intermédiaires.

Il faut quand méme remarquer que malgré cette généralisation (78') et (79') "¢ n’est pas défini quand » <
2GM (Zones 11 et I1I du diagramme qui suit).



Les coordonnées de Kruskal possedent certaines propriétés “miraculeuses”. A I’instar des coordonnées (z,
r") les courbes nulles radiales (cf 80) ont la méme forme que dans un espace Euclidien.

1 = +u + constant . (82)

A la différence des coordonnées (z, r*) pourtant, I’horizon événementiel, » = 2GM n’est pas a I’infini, il
est défini par (cf 81) :

v = +u, (83)

Compatible avec son état de surface nulle. Plus généralement, si on considére les surfaces » = constant, de
(81) elles satisfont :

u® — v* = constant . (84)

Ce qui correspond a une hyperbole dans le plan u- v. De plus les surfaces a ¢ = constante sont données
par :

Y tanh(t/4GM) , (85)

(18

Ce qui correspond a des droites passant par 1’origine et de pente tanh (#/4GM). Remarquons que quand ¢
— +oo (tanh £oc — 1) ceci converge vers la valeur définie dans (83) donc ces surfaces sont les mémes
que pour » = 2GM et remarquons que # n’est pas défini pour une pente supérieure a 1, (Zones II et III du
diagramme qui suit) puisque v/u = tanh /4GM < 1.

Diagramme de Kruskal

Maintenant nos coordonnées (v, u) peuvent prendre n’importe quelles valeurs sans se heurter a la
singularité a »=2GM. La région autorisée est donc - co <u < oo et v? <u® + 1. Nous pouvons tracer
un diagramme de 1’espace temps dans le plan u, v (sans s’intéresser a 0, ®, ce qui compte tenu de la
symétrie sphérique n’enléve rien a I’intérét de la discussion), appelé le diagramme de Kruskal, qui
représente 1’espace temps entier correspondant a la métrique de Schwarzschild.
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Chaque point du diagramme est une sphere S

Nos coordonnées originales (z, ) étaient uniquement pertinentes pour » > 2GM, ce qui ne représente
qu’une partie de la variété représentée par le diagramme de Kruskal, mais nous avons fait les extensions
nécessaires (78' et 79').

Régions définies par le diagramme de Kruskal

I1 est pratique de diviser le diagramme en quatre régions.
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1
AY |
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La métrique de Schwarzschild n’est valide que dans la région I. Nous sommes donc partis de la région I,
en suivant des rayons “nuls” pointés vers le futur et grace a la premicre transformation de coordonnées
(Eddington-Finkelstein), nous avons pu franchir la barriere a r = 2GM et nous avons atteint la région II,
puis, avec les mémes coordonnées, en suivant les rayons pointés vers le passé nous avons atteint la région
II1. Nous avons, de nouveau, changé de coordonnées (Kruskal) pour étendre encore notre exploration sur
les géodésiques de type espace et cela nous a conduit a la région I'V.

Les définitions (78) et (79) qui relient (u, v) a (¢, ) ne sont valables que dans la région 1. Dans les autres
régions il est nécessaire d’introduire des “valeurs absolues” et des signes “plus” ou “moins” de fagon
appropriée pour que les coordonnées ne deviennent pas imaginaires (malgré cela "t” n’est pas défini dans
les zones 1II et I11).

La nature étrange de I’espace temps des trous noirs révélée par
ces coordonnées

Ayant étendu la géométrie de Schwarzschild aussi loin que possible, nous avons décrit un espace temps
remarquable.

La Région II, bien sr que nous identifions a un trou noir. Quand quelque chose voyage de la région I
vers II, il ne revient jamais. En fait tout chemin pointé vers le futur en région deux se termine
inexorablement a la singularité » = 0.

Cela vaut la peine d’insister, non seulement, on ne peut pas s’échapper pour retourner a la région I, mais
on ne peut méme pas s’arréter de se rapprocher de r = 0, car la coordonnée r décroissante correspond a la
fleche du temps. (Ceci était déja évident dans notre systéme de coordonnées initial, car pour » < 2GM, ¢t
devient de type espace et r devient de type temps).

Alors vous ne pouvez pas plus arréter votre voyage fatal vers la singularité que d’arréter de vieillir.

Pire, comme le temps est maximum le long de la géodésique, si vous tentez de lutter contre cette
aspiration, vous ne faites que précipiter votre fin (effet sables mouvants).

Le mieux est d’envisager la situation avec sérénité, d’autant que 1’issue finale est trés proche. Les forces
de marée qui deviennent infinies a I’approche de la singularité auront tot fait de vous réduire en picces. Si
vous étes amateur de sensations fortes, tous les détails, dans Misner, Thorne, et Wheeler, section 32.6.
Bien qu’ils utilisent des repéres orthonormés, cela ne rend pas le voyage plus attrayant.

Les régions III et IV étaient plutdt inattendues.

La région III est similaire a la région II, mais ou on remonterait le temps, une partie de 1’espace temps
dont les objets peuvent s’échapper mais ne peuvent pas y pénétrer.

On peut voir cela comme une fontaine blanche. 11 y a une singularité dans le passé et une partie de
I’univers semble sortir “ex nihilo” de [’horizon de la région III vers la région IV. Cet horizon est
quelquefois appelée I’horizon événementiel du passé alors que celui de la région II est appelée 1’horizon
événementiel du futur.

La région IV, ne peut pas étre atteinte depuis notre région I soit du passé¢ soit vers le futur.
Réciproquement un observateur logeant a cet endroit ne peut pas nous atteindre. C’est une autre région
asymptotiquement plate de I’espace temps, comme une image dans un miroir de la notre.



Trous de ver

On va voir qu’elle est cependant connectée a la région I par un trou de ver, un goulot d’étranglement
spatio-temporel reliant deux régions distinctes. Examinons le diagramme de Kruskal en le découpant en
surfaces de type espace a v constant :

Dessinons chaque tranche en restaurant une des coordonnées angulaires pour clarifier.

Le diagramme ci-dessus est spatio-temporel.

Chaque cercle horizontal de rayon "r" (cf hyperboles a r = constante) est en fait une sphere, I’axe des
"u" est vertical,

Donc la géométrie de Schwarzschild décrit vraiment deux régions asymptotiquement plates qui meénent
I’une vers I’autre, se connectent via un trou de ver pendant trés un court instant puis se déconnectent.
Mais les trous de vers se ferment trop rapidement pour qu’un observateur puisse passer d’une région a
I’autre.

Cette histoire de deux espaces temps miroirs, séparés communiquant pendant un court instant puis se
refermant parait assez invraisemblable. Il n’est pas sir que cela se passe vraiment ainsi dans le monde
physique, car la métrique de Schwarzschild ne modélise pas avec précision 1’univers entier. N’oublions
pas qu’elle n’est valide que dans le vide, a I’extérieur des étoiles par exemple. Si cette étoile a un rayon
supérieur a 2GM, nous n’aurons pas a nous soucier d’horizons événementiels.

Mais nous pensons que des étoiles qui s’effondrent sous I’action de leur propre contraction
gravitationnelle jusqu’a un rayon inférieur a » = 2GM peuvent finir en singularité et produire un trou
noir. On ne connait pas de cause physique aux fontaines blanches, et on n’en a pas observé a ce jour, mais
comme le passé d’un tel espace temps est conforme a la solution compléte de Schwarzschild, rien ne s’y
oppose en théorie.
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Diagramme de Kruskal d’un trou noir astrophysique résultant d’un effondrement
stellaire

Grosso modo un diagramme de Kruskal pour un effondrement d’étoile va ressembler a :
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La région ombrée n’est pas décrite par Schwarzschild, donc il n’y a pas de place pour les fontaines
blanches et trous de ver associés.

Formation des trous noirs astrophysiques

Pendant que nous y sommes disons un mot de la formation des trous noirs astrophysiques par
effondrement d’étoiles massives. La vie d’une étoile résulte d’un équilibre entre la pression générée par
les réactions nucléaires en son noyau et sa contraction liée a la gravitation. Tant que 1’étoile dispose
d’assez d’hydrogene, il y a rayon qui correspond a une situation stable. En fin de vie, malgré d’autres
réactions, lorsque le combustible nucléaire s’épuise, la pression n’arrive plus a compenser 1’action de la
gravitation et 1’étoile commence a s’effondrer, ceci peut étre accompagné d’¢jection violente d’une
grande quantité de matiére (nova, supernova), mais si la mati¢re restante est suffisante le processus
continue. Le phénoméne peut étre stoppé par le phénoméne quantique d’exclusion de Pauli (auquel cas on
obtient une naine blanche). Si la masse est suffisamment importante la pression de dégénérescence ne
suffit pas et les électrons se combinent avec les protons en neutrons, en une transition de phase tres

énergétique. La densité d’une telle étoile est de 101> g/em?, trés proche de la densité critiquel0'6 g/cm?
de formation des trous noirs. La pression du gaz dégénéré de neutrons peut stopper la contraction et on
peut obtenir une étoile a neutrons qui serait pratiquement enti¢rement constitué de neutrons (L’intérieur
des étoiles a neutrons n’est pas trés bien connu). Les conditions au centre d’une étoile a neutrons, sont
trés différentes de ce que nous observons sur terre, aussi nous ne connaissons pas bien I’équation d’état
associ¢e. Cependant nous pensons, qu’une €toile a neutron suffisamment massive, ne devrait pas pouvoir
résister a ’effondrement gravitationnel. Comme un fluide de neutrons, est le matériau le plus dense que
nous connaissions, on peut raisonnablement penser que le résultat de son effondrement doit générer un
trou noir.

Le processus est résumé sur le diagramme ci-dessous : rayon en fonction de la masse.

MMy g n
; T, . meulron
1.5 |I AT wlars

| | - 5 while
1.0 | L oo e
y == dwarts
|

1 2 3 4 Ingmk k)
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Ce diagramme montre que pour une masse donnée M, le rayon va décroitre en suivant la courbe jusqu’au
point d’équilibre. Les naines blanches se trouvent entre A et B, les étoiles a neutrons entre C et D. Le
point B est a une ordonnée de 1,4 Masses solaires, le point D bien que moins certain, probablement un
peu en dessous de 2 masses solaires.

Le processus d’effondrement n’est pas simple (la masse pouvant varier fortement en cours de ce
processus) comme indiqué précédemment, aussi le point final d’évolution d’une étoile est difficile a
prédire.

Mais, les naines blanches sont monnaie courante, les €toiles a neutrons ne sont pas rares et nous avons
repéré certains systémes ou il y a de fortes présomptions de présence de trous noirs.

Bien slr nous ne pouvons pas les voir directement. Mais on peut détecter le rayonnement résultant de
I’accrétion de matieére dans le trou, qui la chauffe et la fait rayonner. On peut aussi détecter ses effets
gravitationnels.

Nous avons vu que le systtme de coordonnées de Kruskal nous offre une représentation trés utile de la
géométrie de Schwarzschild

Diagramme de Penrose

Avant de nous intéresser a d’autres types de trous noirs, introduisons une nouvelle maniére de penser
I’espace temps, Le diagramme de Penrose (ou de Carter-Penrose, ou diagramme conforme).

L’idée consiste a opérer une transformation conforme qui ramene la variété entiere, qui peut étre infinie, a
une figure géométrique finie, de telle sorte que nous puissions la représenter sur une simple feuille de
papier, ceci facilitant, au prix d’une petite gymnastique intellectuelle, la discussion des solutions d’espace
temps obtenues.

Diagramme de Penrose de I’espace de Minkowski

Faisons-nous la main sur I’espace de Minkowski pour voir comment ¢a marche. La métrique en
coordonnées polaires est :

dst = —di* + dr? + #25d0° . (86)

Les coordonnées # ,® ne posent pas de probléme de représentation, mais les deux autres sortent
manifestement de la feuille de papier.

—op < = 4o (87)
0 <y < 4o0.



La ligne d’univers » = 0 qui représente une singularit¢ de coordonnées devrait étre couverte

spécifiquement, mais comme nous connaissons ce qui s’y passe, nous allons faire comme si tout était
normal a » = 0.

Simplifions-nous la vie en utilisant les coordonnées nulles.

i = %H + )
1 (88)
r = E“ —-7),

Dont ’intervalle de variation est :

—00 = U< 400
—00 < U 00
T TR

(89)

v = st

I

= const

Cette portée est représentée sur la figure, dans laquelle chaque point représente une sphere S? de rayon » =
u - v. La métrique dans ces coordonnées, est donnée par :

ds* = —=2(dudy + dvdu) + (u — v)*d2* . (90)

Nous voulons maintenant opérer un changement de coordonnées qui raméne I’infini a une distance finie.
Un bon choix est :

[ = arctanu 01
V = arctanw . O
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U = arctan u
An/2

RS2
L’intervalle est maintenant :

—a/2 < U < +m/2
—7/2 <V < +x/2
V<o,

Pour obtenir la métrique nous utiliserons :

due
dl/ = ——
1+u*’
et
cos{arctan u) L
rcan it ) = —/——
V14+u?’
et de méme pour v. Nous sommes conduits a :
1
dudv + dvdu = ————(dUdV + dVdD) .

cos? [N eos2 V7

Tandis que :

(u—v)* = (tanl/ —tanV'}*
cos? U eog? V7

Wﬂillt{br — 1") .

Donc la métrique de Minkowski dans ces coordonnées, est :

(sinl cos V' — cos Usin V)*

u

92)

(93)

(94)

(95)

(96)


http://nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March01/Carroll3/Figures/figure_seven21.jpg

. 1 ; .
ds® = ————— [-2(dUaV + dVdU) +sin*(U — V)d02?] . (97)

eos I pog? 1V

L’expression est sympathique, la métrique apparaissant comme une expression assez simple multiplié par
un facteur global.

Métrique Minkowski " conforme" avec coordonnée temporelle N et coordonnée
spatiale X

On peut améliorer en réintroduisant une coordonnée temporelle net une coordonnée spatiale X via :

n = D4V
¥ = U—1 (98)
avec un intervalle :
- << 4w
0<y<4w. (99
Maintenant la métrique est :
ds* =w™ (—{1!}"’ +dy” +sin” y ;ﬂ]z) ; (100)
ou :
w = coslicosV
= E{i‘!ﬂ-ﬁ n+cosy) . (101)

La métrique de Minkowski peut donc étre représentée par la métrique “non physique” résultant d’une
transformation conforme.

Représentation de Penrose de la métrique de Minkowski

di* = whde?

= —di’ +dy* +sin® y dO* . (102)



Elle correspond & une variété R x S°, ou I’hypersphére S est 4 symétrie maximale et est statique. Cette
métrique est courbée et elle n’est pas une solution aux équations d’Einstein dans le vide. Ne nous
formalisons pas, cette métrique n’est pas physique. La vraie métrique obtenue par la transformation
conforme inverse est la métrique d’un espace plat. En fait cette métrique est celle de ’univers statique
(mais instable) d’Einstein, solution de ses équations pour un fluide parfait et une constante
cosmologique. L’intervalle complet des coordonnées sur R x S3est : co <N<+ 00 ,0S X <TL R x §3
dans son entier est donc représenté par un cylindre, dans lequel chaque cercle est une hypersphére comme
montré ci apres. L espace de Minkowski est plus restreint, car limité au sous espace défini par (99).

Diagramme de Penrose de 1a métrique de Minkowski en coordonnées cylindriques

Les régions ombrées représentent 1’espace de Minkowski Remarquons que chaque point (7, X) sur ce
cylindre est la moitié d’une sphere S? alors que I’autre moitié correspond au point (17, - ).

Diagramme de Penrose de la métrique de Minkowski en
coordonnées planes

Si on déroule la région ombrée on peut représenter I’espace de Minkowski comme un triangle, comme la
figure ci apres le montre :
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;f:=

L= const

I = const

C’est le diagramme de Penrose. Chaque point représente une sphere S?. En fait I’espace temps de
Minkowski est seulement I’intérieur du diagramme ci-dessus incluant X = 0. Les limites n’en font pas
partie. Ensemble elles sont référencées comme infinité conforme. La structure du diagramme de Penrose
nous permet de subdiviser I’infinité conforme en différentes régions :

Notons que :

i " : infini temporel du futur (n=17 X = 0),

i%: infini spatial (7 = 0, x = 7 et,

i~ : infini temporel du passé ( 17 = - 1T x = 0) sont vraiment des points, car Y = 0 et ¥ =z sont les
poles Nord et Sud de I’hypersphére S°.

Tandis que :

I7:(n=m-xou0< x< 7 :surface nulle de I’infini du futur et,
I :(n=- m+ xou0< x< 1. surface nulle de I’infini du passé, sont vraiment des surfaces nulles avec
la topologie R xS-.

Le diagramme de Penrose rassemble un nombre important de caractéristiques pour 1’espace temps de
Minkowski.

On peut imaginer que les points i*, et i” sont les limites de surfaces spatiales dont les normales sont
temporelles, et vice versa pour . Toutes les géodésiques radiales nulles sont & +45° dans le diagramme.
Toutes les géodésiques temporelles commencent & i et finissent a i*, toutes les géodésiques nulles
commencent a / ~ et finissent a / T, toutes les géodésiques spatiales commencent et finissent a i*. Par

ailleurs, il peut y avoir des courbes de type temps non géodésiques qui se terminent a 1’infinité nulle (si
elles deviennent “asymptotiquement” nulles).

Il est agréable de représenter tout I’espace de Minkowski sur une feuille de papier, mais cela ne nous
apprend rien que nous ne sachions déja. Le diagramme de Penrose est plus utile quand nous voulons
représenter des espaces temps plus complexes, tels que ceux relatifs aux trous noirs. L’utilisation
premiere du diagramme de Penrose a été la comparaison d’espaces temps a I’infini avec 1’espace temps
de Minkowski. La définition rigoureuse de "asymptotiquement plat " est " possédant une infinité
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conforme identique a celle de I’espace temps de Minkowski."

Diagramme de Penrose d’un trou noir de Schwarzschild

Nous ne rentrerons pas plus dans les détails, car nous allons plutdt nous intéresser a 1’analyse des trous
noirs a 1’aide du diagramme de Penrose.

Nous ¢luderons certaines opérations intermédiaires, car le paralléle avec la métrique de Minkowski est
d’une grande complexité algébrique. Partons de la version des coordonnées nulles de Kruskal (77) dans
laquelle la métrique prend la forme :

de = —

166G M*

T

;—:_”m”{du’d:;’ + do'da) 4 rdO? | (103)

ou 7 est défini implicitement via :

wi = (E{;;’VI - 1) P (104)

Alors la méme transformation de coordonnées que celle utilisée pour I’espace plat suffisent a ramener
I’infini a distance raisonnable.

" = arctan (\,@j}'ﬁ)
rr (105)
" = arctan ( ) i

Dans les intervalles :

— 2 = " = 4 2
—a /2 = = 4 2

—r =u" 4+ .

La partie de la métrique dépendant de (u", v") (qui est a coordonnées angulaires constantes) est
maintenant en relation conforme avec I’espace de Minkowski. Dans ces nouvelles coordonnées les
singularités a » = 0 sont des lignes droites qui s’étendent de I’infini temporel dans une région
asymptotique a D’infini temporel dans 1’autre. Le diagramme de Penrose pour la solution de
Schwarzschild la plus compléte a cette allure :
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La seule difficulté de compréhension de ce diagramme est que i* et ;" n’appartiennent pasa »=0 (Ily a
de nombreux chemins de type temps qui ne rencontrent pas la singularit¢). Remarquons aussi la structure
de l’infini conforme identique a celui de 1’espace de Minkowski, cohérent avec la nature
asymptotiquement plate de la métrique de Schwarzschild.

Diagramme de Penrose relatif a ’effondrement d’une étoile en trou noir

Le diagramme de Penrose relatif a 1’effondrement d’une étoile en trou noir est bien conforme a ce que
I’on peut escompter comme montré ci apres.

r=10 o
[ PR ANT | :
AN
Vool gt
- oAk N
r ! 4 \\
i 0
r=0 f f/
/I /-'
! ’/'
/o
/s
e
I

La encore, le diagramme de Penrose ne nous apprend rien de neuf, son intérét va apparaitre lorsque nous
allons considérer des trous noirs plus généraux.

Les trous noirs sont imberbes

Il devrait y avoir en principe une grande diversité de trous noirs, dépendant de leur processus de
formation. Il n’en est rien, nonobstant ses origines, il évolue (rapidement) vers un état caractérisé
uniquement par sa masse, sa charge et son moment cinétique. Cette propriété qui doit étre démontrée
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pour les diverses configurations de champ qui conduisent a la formation d’un trou noir a conduit les
physiciens a déclarer dans un élan poétique que “les trous noirs n’ont pas de poils”. On peut montrer par
exemple qu’un trou qui se forme a partir d’un effondrement inhomogene, se débarrasse des
inhomogénéités en émettant un rayonnement gravitationnel. C’est un exemple du théoréme " pas de
poils".

Nous allons nous intéresser a la forme que prend un trou noir (supposé déja existant), dans le cas des
trous chargés et en rotation. Il existe de solutions exactes dans les deux cas et nous allons les examiner.

L’évaporation des trous noirs, le rayonnement de Hawking

Au passage faisons un petit crochet par 1’évaporation des trous noirs. Cela parait plutdt étrange qu un trou
noir puisse s’évaporer, mais en notre monde imparfait les trous noirs ne sont pas complétement noirs, ils
rayonnent de I’énergie comme s’ils étaient un corps noir a une température de 7= h /8= kGM, ou M est
la masse du trou et k la constante de Boltzmann.

Cet effet qui est appelé rayonnement de Hawking, s’appuie sur la théorie du champ quantifi¢ dans les
espaces courbes est en dehors de notre champ d’investigation actuel.

L’idée de base est par contre tout a fait compréhensible.

En théorie des champs quantique, on doit tenir compte des “fluctuations du vide”, matérialisés par les
créations / annihilations de particules / antiparticules virtuelles dans le vide. Ces fluctuations sont
semblables aux oscillations autour de zéro d’un oscillateur harmonique. Dans des conditions normales,
ces fluctuations sont indétectables leur moyenne correspondant & une énergie nulle (ce que personne ne
comprend, c’est le probléme de la constante cosmologique). En présence de 1’horizon d’un trou noir
pourtant, il se peut qu’un des membres de la paire tombe et soit piégé dans le trou noir, alors que 1’autre
s’échappe vers I’infini. La particule qui va vers I’infini aura une énergie positive et comme 1’énergie doit
étre conservée, le trou doit perdre de I’énergie donc de la masse. On peut aussi dire que la particule
capturée par le trou noir a une masse négative. Les particules s’échappant de I’horizon constituent le
rayonnement d’Hawking. Ce n’est pas un effet trés important, et comme la température baisse quand la
masse croit, pour des trous noirs de masses voisines de celles du soleil, il est completement négligeable.
N’empéche qu’en principe, le trou noir peut perdre toute sa masse et se réduire a néant dans le processus.
Le diagramme de Penrose correspondant devrait ressembler a :
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Le mystére de la perte d’information dans les trous noirs

I1 pourrait tout autant ne pas y ressembler. Le probleme avec ce diagramme est que de 1’information est
perdue. Si nous tracons une surface de type espace dans le passé de la singularité et la faisons évoluer
vers le futur, une partie vient s’écraser sur la singularité et est détruite. Ce qui fait que le rayonnement lui-
méme contient moins d’information qu’il n’y en avait a I’origine dans 1’espace temps.

C’est pire que le manque de poils sur le trou noir En effet s’il est contrariant de penser que 1’information a
pu étre piégée dans le trou noir derriere 1’horizon événementiel, il est désolant de penser qu’elle a pu
disparaitre corps et biens. Un tel processus viole la conservation de I’information, qui est implicite en
relativité générale et en mécanique quantique. Ce paradoxe est pris trés au sérieux, et de nombreux
travaux s’efforcent de comprendre comment 1’information pourrait étre retrouvée. Une explication en
vogue s’appuie sur la théorie des cordes, qui stipule que les trous noirs ont en fait des tas de poils sous la
forme d’états de cordes virtuelles nichant prés de I’horizon événementiel. Nous arréterons la nos
investigations, tout en nous rappelant 1’intense activité que ces problémes suscitent.

Trous noirs statiques électriquement chargés

Ceci étant dit tournons-nous maintenant vers les trous noirs chargés. Il parait raisonnable de considérer de
tels objets, puisque nous avons admis 1’existence de trous noirs, et que rien ne nous empéche de les
supposer chargés électriquement. En astrophysique pourtant, on rencontre rarement des charges
importantes (I’univers est supposé globalement électriquement neutre), donc nous la supposerons tres
faible par rapport a la masse en termes d’effets des champs générés. Toutefois les trous noirs chargés
nous offrent des possibilités intéressantes d’expériences de pensée, donc nous allons nous y intéresser.

Métrique générique des trous noirs statiques chargés

La symétrie sphérique s’applique toujours, nous savons que nous pouvons écrire la métrique :
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ds* = —e™r Qe 4 2002 4 2207 (106)

Mais nous ne sommes plus dans le vide, car le trou a un champ électromagnétique non nul, qui est une
source d’énergie et d’impulsion.

Le tenseur énergie-impulsion de la charge
Le tenseur énergie-impulsion s’écrit :

1 1
T,u.l.- - ;{Emﬁup - EngErnFImj 1 (107)

i

ou F " est le tenseur d’intensité du champ ¢€lectromagnétique. En symétrie sphérique le tenseur intensité

du champ le plus général va avoir les composantes suivantes :

Fye = [(r,t)=—F

Fay = glr,t)sin® = —Fg , (108)

ou f'(r, t) et g(r, t) sont des fonctions a déterminer par les équations du champ et ou les composantes non
ecrites sont réputées nulles. F correspond au champ ¢lectrique radial tandis que Feé 4 correspond au

champ magnétique radial. (Pour ceux qui s’étonnent de la présence de sin @ , je rappelle que ce qui doit
étre indépendant de # et de @ c’est la composante radiale du champ magnétique, B" =e*1WVF " En

v e

symétrie sphérique eP°HY _ est proportionnel a (sin H)'l, donc nous nécessitons un facteur sin 4

dans F(¢ ). Les équations du champ dans ce cas sont les ¢quations d’Einstein et celles de Maxwell :

PV F, = 0

ViFop = 0. (109)

Les deux jeux d’équations sont couplés puisque le tenseur é€lectromagnétique intervient en tant que
tenseur énergie Impulsion de I’équation d’Einstein tandis que la métrique intervient dans 1’équation de
Maxwell. Les difficultés ne sont pas insurmontables et la méme méthode que celle utilisée avec succes
pour les équations du vide conduit a la solution pour le cas chargé. Pour faire court nous allons sauter
directement au résultat final.



Métrique de Reissner-Nordstrem
La solution est connue sous le nom de métrique de Reissner-Nordstrom et est donnée par :

ds® = A + A7Ndr® - r7dQ? (110)
ou

WM G+
M, P :;j_

7 rd

A=1-

(111)

M est la masse du trou noir, g est la charge électrique totale et p est la charge magnétique totale.. Les
charges magnétiques isolées (monopoles) n’ont jamais €t€¢ observées, mais cela ne nous génera pas
d’écrire la métrique qu’elles généreraient si elles existaient. Nous avons de bonnes raisons de penser que
les monopoles existent, mais qu’ils sont extrémement rares. (De toutes fagons, un trou noir peut avoir une
charge magnétique méme sans monopoles). En fait les charges électriques et magnétiques interviennent
dans la métrique de la méme facon, donc cela ne complique rien de garder p dans nos expressions. Les
champs ¢électromagnétiques associés a ces solutions sont donnés par :

'F;'r - _i
r? (112)
Fpe = psinf .

Mais, les irréductibles peuvent poser p = 0.

La structure des singularités et des horizons événementiels est plus complexe dans cette métrique que
dans celle de Schwarzschild, du fait du terme supplémentaire dans la fonction A () (qui peut étre
interprétée comme mesurant I’inclinaison du cone de lumiere).

Singularités en métrique de Reissner-Nordstrem

Singularité vraie

Ce qui reste identique c’est qu’a » =0, il y a une vraie singularit¢ de courbure comme on peut le vérifier
: LUvpo
en calculant le scalaire RHV 0 oK .

Singularité de coordonnées

L’équivalent dans cette métrique de » = 2GM est le rayon pour lequel A s’annule. Cela arrive pour :



re=GM+\/GM2 -G+ ¢2) . (113)

On peut avoir deux, une ou zéro solutions en fonction des valeurs relatives de GM? et p? + ¢*. Nous
allons considérer les cas séparément.

Al
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Meétrique du premier type : GM? < p? + ¢

Dans ce cas le coefficient A est toujours positif donc la métrique est réguliere en coordonnées (z, r, @
,®) sur tous les chemins qui ménent & »=0. La coordonnée ¢ est toujours de type temps et  est toujours
de type espace. Mais il y a toujours la singularité a » = 0, qui est maintenant une ligne de type temps.

Singularité nue : Trous noirs chargés de type 1: Pas d’horizon
des événements

Comme il n’y a pas d’horizon des événements, un observateur peut voyager vers la singularité, revenir et
raconter ce qu’il a vu. On connait ce phénoméne sous le nom de singularité nue, du fait qu’elle n’est pas
cachée par un horizon. Un examen plus attentif des géodésiques révele pourtant que la singularité est
répulsive.

Les géodésiques de type temps n’atteignent jamais » = 0, au contraire quand elles s’approchent, passé un
point, elles rebroussent chemin et repartent en sens contraire. Les géodésiques de type lumiere peuvent
atteindre la singularité, ainsi que des courbes de type temps non géodésiques. Quand » — oc , la solution
se rapproche de I’espace temps plat et nous avons vu que la structure causale est normale partout.



Diagramme de Penrose pour trou noir statique chargé de type 1

Le diagramme de Penrose va donc ressembler a celui de 1’espace de Minkowski, sauf pour » =0 qui est
une singularité.
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Conjecture de censure Cosmique

La nudité de la singularité offense et notre pudeur et la conjecture de censure Cosmique qui établit
qu'un effondrement gravitationnel de configurations physiques de matiere, ne produit jamais de
singularités nues.

Ce n’est qu’une conjecture et elle peut étre fausse.

Certaines simulations semblent montrer que 1’effondrement de configuration “en fuseau” peut conduire a
des singularités nues.

Réalité physique de tels trous noirs

En fait, il y n’a pas d’espoir de trouver un trou noir résultant d’un effondrement gravitationnel avec GM?

< p2 + qz. Cette condition conduisant a une énergie totale du trou noir inférieure a 1’énergie purement
¢lectromagnétique, ce qui voudrait dire que la masse générant le champ ¢Electromagnétique serait
négative.

Cette solution est donc réputée ne pas avoir de signification physique.

A noter également qu’il n’y a pas de surface de Cauchy convenables (tranches de type espace qui sont
coupées par toutes les lignes infinies de type temps) dans cet espace temps, car les lignes de type temps
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peuvent commencer et finir a la singularité.

Trous noirs statiques chargés de type 2 : GM? > p2 + q2

C’est une situation qui peut physiquement résulter d’un effondrement gravitationnel. L’énergie
¢lectromagnétique est inférieure a 1’énergie totale.

Dans ce cas le coefficient de la métrique, A (») est positif pour r grand et r petit et négatif dans
Pintervalle r, = GM=(G™M2-G(p*+q2)) /2.

Trous noirs chargés de type 2 : les deux Horizons

La métrique a des singularités de coordonnées a r, et r, dans les deux cas elles peuvent €tre €liminées par

un changement de coordonnées comme dans le cas précédent de la métrique de Schwarzschild.

Diagramme de Penrose des trous noirs de type 2

.

Rewssner-Nordsiron:

- 1 .l -
GM =»p-1q-

;4

laznelike:
trajectones
I = osi
surlaces



Les surfaces définies par » = r,_ sont toutes deux nulles et sont en fait des horizons événementiels comme

nous allons le préciser.

La singularit¢ a » = 0 est une ligne de type temps, pas une surface de type espace comme dans
Schwarzschild.

Voyage dans les univers miroirs des trous noirs de type deux

L’horizon extérieur

Pour un observateur tombant de loin dans le trou noir,, 7, joue le role de » = 2GM dans la métrique de

Schwarzschild : a ce rayon » devient une coordonnée de type temps, et on est aspiré dans la direction des
r décroissants.

Des témoins a I’extérieur du trou noir vont observer le méme phénomeéne que dans le cas d’un trou noir
non chargé, 1’observateur se meut de moins en moins vite et rougit a vue d’ceil.

L’horizon intérieur

Mais la chute inexorable vers la singularité s’arréte quand on atteint la surface nulle » =7, ou r redevient

une coordonnée d’espace et ou le mouvement vers les » décroissants peut étre arrété. Donc nous pouvons
¢éviter la chute fatale vers la singularité » = 0, ce qui était prévisible, car » = 0 est une ligne de type temps
et est donc nécessairement dans notre futur. En fait, on a le choix de continuer vers =0, ou de continuer
son chemin dans la direction des r croissants, traverser la surface nulle a » = . Alors » va de nouveau

étre une coordonnée de type temps mais avec une orientation inverse ce qui fait que vous allez étre
propulsé vers les 7 croissants.

Les fontaines blanches (trous blancs)

Vous allez étre recrach¢ au-dela de » =7, émergeant de nulle part, dans le reste de I’univers. De la vous

pouvez décider de retourner dans le trou noir (on y prend golt !), un trou noir différent de celui dans
lequel vous étes entré la premicre fois et répéter le voyage autant de fois que vous voulez. Cette histoire
est illustrée par le diagramme de Penrose correspondant, construit en utilisant les coordonnées
appropriées et en étendant analytiquement la métrique de Reissner-Nordstrem aussi loin que possible.

Réalité physique de tels trous noirs

Quelle part la science prend-elle dans ce qui ressemble a de la science-fiction ? Probablement pas
beaucoup. Si on imagine le monde, tel que vu de I’intérieur du trou noir par un observateur sur le point de



traverser 1’horizon a r, vous remarquerez qu’il peut regarder dans le passé et voir I’histoire entiere de
I’univers externe asymptotiquement plat, du moins vu du trou noir. Mais voir ceci (infiniment long) dans
un temps fini de son temps propre, car tout signal qu’il en obtient est infiniment décalé vers le bleu quand
il approche de r. Il est donc raisonnable de penser (bien que nous n’en ayons pas la preuve) que toute
perturbation qui ne respecte pas la symétrie sphérique dans ce type de trou noir va violemment perturber
la métrique et la géométrie de Reissner-Nordstrem que nous avons décrites. Il est difficile de dire a quoi
ressemble vraiment la géométrie, mais nous n’avons pas de raisons valables de penser qu’elle contient
une infinité de régions asymptotiquement plates connectées les unes aux autres par divers trous de ver.

Trous noirs statiques chargés de type trois : GM? = p2 + q2

Ce cas est appelé la solution extrémale de Reissner-Nordstrom (ou simplement trou noir extrémal). On
peut dire que la masse est contrebalancée par la charge et on peut construire des solutions exactes
constituées de trous noirs extrémaux qui restent stationnaires les uns vis-a-vis des autres. D’un c6té, un
trou noir extrémal est un gadget théorique amusant, ses solutions sont souvent examinées dans le cadre du
paradoxe de la perte d’information et dans le réle des trous noirs en gravité quantique, par contre ces trous
noirs sont hautement instables puisqu’une adjonction minime de mati¢re les transforment en catégorie
deux.

Diagramme de Penrose pour trou noir statique chargé de type
trois

P W, W . N s W . W . Y

Les trous noirs extrémaux ne possedent qu’un seul rayon, » = GM, car A (r) = 0.

L’horizon double se comporte comme pas d’horizon


http://nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March01/Carroll3/Figures/figure_seven31.jpg

Ceci représente un horizon événementiel, mais la coordonnée » n’est jamais de type temps, toujours de
type espace des deux cotés de I’horizon. La singularité a » = 0 est une ligne de type temps comme dans les
autres cas. De ce fait, pour ce type de trou noir, nous pouvons éviter la singularité et continuer notre
voyage dans le futur vers d’autres copies de la région asymptotiquement plate, mais avec la singularité
toujours sur notre “gauche” comme le montre le diagramme de Penrose.

Trous noirs en rotation

Nous pourrions encore passer un bon moment en entrant dans les détails des solutions chargées, mais il
est temps maintenant de nous intéresser a la catégorie des trous noirs en rotation.

Etablissement de la métrique

La solution exacte de la métrique est plus complexe, du fait que nous ne pouvons plus utiliser la symétrie
sphérique qui permettait de bien simplifier le probléme. Ici nous n’avons plus qu’une symétrie axiale
(autour de I’axe de rotation), mais cela peut quand méme donner des solutions stationnaires (Un vecteur
de Killing de type temps). Alors que les solutions de Schwarzschild et Reissner-Nordstrom ont été
découvertes peu de temps apres 1’établissement de la Relativité générale, la solution pour un trou noir en
rotation a été trouvée par Kerr seulement en 1963.

La métrique de Kerr

Le résultat, la métrique de Kerr, est donné par la formule un peu plus complexe suivante :

* 2 T ‘ .
det = —dt + gt o+ g6 + (r* + o) sin® 0dg’ + G T”I (asin®fdg— df)*, (114)
A . Pe
ou on a les deux relations :
Alr)=r*-2GMr+a° | (115)
gl ) = r* +a*cos 0. (116)

Ici @ = J/M mesure la rotation du trou (a est le moment cinétique par unité¢ de masse), J est le moment
cinétique et M est la masse.

La métrique de Kerr-Newman

Cela ne pose pas de probléme d’introduire des charges électriques et magnétiques ¢ et p, on remplace
simplement 2GMr par 2GMr - (q2 + p2) / G. Le résultat est la métrique de kerr-newman. Comme les



charges n’apportent pas de phénomenes particuliers, nous poserons g =p =0 pour I’instant.

Les coordonnées de Boyer-Lindquist

Les coordonnées (¢, r,# ,®) sont appelées coordonnées de Boyer-Lindquist. C’est direct de vérifier que
quand a — 0, elles se réduisent aux coordonnées de Schwarzschild. A "a "constant si M — 0, nous
retrouvons les coordonnées d’un espace temps plat, mais pas dans les coordonnées polaires habituelles.
La métrique devient :

2,2 3 ma
dst = —df* + %{hz + r* 4+ a” cos® )" A6 + ( r* + o) sin’ 0 do? | (117)

Nous reconnaissons la partie spatiale de cet espace plat en coordonnées ellipsoidales

Le diagramme ci-dessous montre les coordonnées “ellipsoidales”. L’axe des "@" est vertical.

= " I ——t _' ~ = o
0 = const —— \— ~ L= I =const

Al N~

Elles sont reliées aux coordonnées cartésiennes d’un espace 3D par :

r = {:"" + a®)" ¥ sin @ cos(d)
y = (r*+a®)"?sin @ sin(g) (118)
z = rooald.

Les vecteurs de Killing sont de nouveau d’un grand secours

Il y a deux vecteurs de Killing de la métrique (114), chacun étant évident, car les coefficients de la



métrique sont indépendants de ¢ ¢ donc M = 0, et n" =04, sont des vecteurs de Killing. Le vecteur n"

exprime bien sir la symétrie axiale de la solution. Le vecteur {* n’est pas orthogonal aux hypersurfaces
a t = constante, et n’est en fait orthogonal a aucune hyper surface, la métrique étant stationnaire et non
pas statique, (ne change pas avec le temps, mais est en rotation).

Un tenseur de Killing en renfort

De plus la métrique possede ce que nous appellerons un tenseur de Killing C’est un tenseur Eul (0,

...un
n) symétrique qui satisfait a :

?[a.fm pin] = 0. (119)

La métrique elle-méme est un exemple de tenseur de Killing ainsi que les produits symétrisés de vecteurs
de Killing. Un vecteur de Killing implique un invariant sur le mouvement sur une géodésique, s’il existe
un tenseur de Killing sur une géodésique nous allons avoir :

i dphe

S =™ T

= constant . (120)

A la différence des vecteurs de Killing, les tenseurs de Killing de rang plus élevé, ne correspondent pas a
des symétries de la métrique. En géométrie de Kerr, nous pouvons définir le tenseur (0, 2) :

Ew = 207l + 77 g (121)

Dans cette expression les deux vecteurs / et n sont donnés par (on a €levé les indices) :

(-.r"" + a0, -l'i'.)

= =

(122)

| =

- I['r'z +a*, —ALD, u.) )

s

s

Les deux vecteurs sont nuls et satisfont :

Fly=0, n"n,=0, Mn,=-1. (123)



Signalons, qu’ils sont les vecteurs nuls spéciaux de la classification de Petrov pour cette espace temps.
Avec ces définitions, vous pouvez vérifier que EHV est un tenseur de Killing. Réfléchissons sur ce que

doit étre la structure d’une solution compléte de Kerr.

Les trois types de trous noirs en rotation

Les singularités semblent apparaitre a la foisa A =0 et p=0. Commengons par A = 0. Comme dans la
solution de Reissner-Nordstrem solution il y a trois possibilités : le type 1 correspondant 8 G?M? > 42, le

type 2 correspondant 3 G2M? = a?, et aussi le type 3 correspondant & G*M? < a?.

La derniére caractérise une singularité nue et le cas extrémal GZM? = a? est instable comme Reissner-
Nordstrom.

Singularités : Les horizons d’un trou noir en rotation de type 1

Comme ces cas présentent peu d’intérét, et que le temps est compté, focalisons-nous sur le type 1 : G2 M2
>qa?. Le terme A s’annule pour deux valeurs de r, données par :

re =GM+VGEM? — a2 . (7.124)

Horizons extérieur et intérieur des événements

Chacun d’eux correspond a une surface nulle qui apparait comme un horizon des événements. En
analysant ces surfaces en s’inspirant du cas Reissner-Nordstrem, il est facile de trouver des coordonnées
qui s’étendent au-dela de I’horizon.

En plus des horizons des événements a r_, la solution de Kerr nous propose une autre surface intéressante.

Rappelons-nous que dans les solutions a symétrie sphérique le vecteur de Killing de type temps (M = 0,

s’annule sur I’horizon externe des événements et est de type espace a I’intérieur. Pour vérifier si cela se
produit aussi pour la métrique de Kerr nous calculons :



1 o .
Mg, = —F{_;‘l —afsin? @) . (125)

Ceci ne s’annule pas a I’horizon externe eévénementiel. En faita » =, (ou A = 0), nous avons :

CHC, = ;—‘, sin@ > 0 . (126)

Donc le vecteur de Killing est toujours de type espace a 1’horizon externe, excepté aux pdles Nord et Sud
(# =0)ouil est nul.

Une hypersurface remarquable : L hypersurface' ou le vecteur de
Killing 0, de type temps s’annule

Le lieu des points ou {! ZH =0 est appelé ergosurface ou surface de limite de staticité, et est donné par :
(r—GM)*=G"M* —a°cos™ 0, (127)
Tandis que I’horizon externe des événements est donné par :
(re —GM)*=G"M* —a" . (128)

L’ergosurface apparait comme la limite de 1’espace temps “‘statique” a I’approche du trou. Ce n’est pas
un horizon des événements, car cette hypersurface n’est pas de type « nul » : Un horizon des évenements
est une hypersurface de type nul ou un champ de vecteurs de Killing, s ’annule. Dans la métrique de Kerr,

les vecteurs de Killing qui s’annulent sur I’horizon externe sont ( ¥ =<+ %" . ) "avec {H =9, et n* =04,

et la vitesse angulaire du trou noir a 1’horizon externe,

deh [V
ey = [ — L) =
A (:i{)_{'r_j i +a?’

1En fait nous nous référons a ’ergosurface « externe », il en existe une autre interne qui présente un intérét moindre.



comme cela est décrit, plus loin. Rappelons qu'une combinaison linéaire de vecteurs de Killing est un
vecteur de Killing.

L’ergosphére

Il y a donc une région entre ces deux surfaces, appelée ergosphere (vecteur de Killing 0, est de type

« espace » dans [’ergosphere). A I’intérieur de 1’ergospheére, nous nous déplagons impérativement dans le
sens de la rotation du trou noir (la direction ®), car il est impossible de rester immobile, mais nous
pouvons toujours nous approcher ou nous ¢éloigner de I’horizon des événements (et nous pouvons sortir de
I’ergosphére sans probleme).

Cet endroit nous réserve quelques surprises que nous passerons en revue plus loin.

outer event

) L —
horizon .= =g - Killing
TN, ~_ ./ horizon
y — ™ 4
H-/ I -\-H"\ \ ™,
ff - \
/ [ e—s )
i) 1 i
ergosphere N N = / y
= \\H \ 3 . / > P

mner ¢vent horizon

La vraie singularité a la forme d’un anneau

Avant de se jeter sur I’étude des diagrammes de Penrose, essayons de comprendre la nature de la vraie
singularité de courbure, qui n’intervient pas a » = 0 dans cet espace temps, mais a p= 0. Et comme p* = ”
+a®cos?f est la somme de deux quantités non négative, elle ne sera nulle que si les deux le sont, soit :

r=0, 0==. (129)

Ainsi libellé, cela peut paraitre étrange, mais rappelons-nous que » = 0 n’est pas un point dans I’espace
mais un disque. L’ensemble des points » =0, # = = /2 est en fait un anneau a la périphérie du disque.

La rotation a modifié la singularité de Schwarzschild en lui donnant la forme d’un anneau.

Voyage au travers de ’anneau singulier


http://nedwww.ipac.caltech.edu/level5/March01/Carroll3/Figures/figure_seven33.jpg

Etant curieux, nous nous demandons ce qui passe si nous entrons a I’intérieur de I’anneau.

Une analyse minutieuse (que nous ne ferons pas) nous révélerait que nous en sortirions vers un autre
univers asymptotiquement plat mais, pas une copie identique a celui dont nous venons.

Le nouvel espace temps est décrit par une métrique de Kerr avec r < 0. Il en résulte A ne s’annule jamais
et qu’il n’y a donc pas d’horizons (des événements).

Diagramme de Penrose des trous noirs en rotation

Le diagramme de Penrose associé¢ ressemble a celui de Reissner-Nordstrem, sauf qu’on peut traverser la
singularité.

- timclike trajectorics
(r—-=3
r— == )

.M
i

(r— 4o )

La machine a remonter le temps

Cette fois ci en plus des étranges régions asymptotiquement plates distinctes de la ndtre, mais connectées
a la nbtre par notre trou noir, nous avons droit & une pathologie trés particuliére dans la région voisine de
la singularité en anneau : 1’existence de courbes de type temps fermées. Si on considere des trajectoires
qui tournent selon la coordonnée ®, a # et ¢ constants et pour » une valeur négative faible, alors le ds?
le long d’un tel chemin vaut :



s s 2G5 M 5
ds” = a° (1 + ) de” , (130)

T

Il peut étre négatif pour r petit et négatif. Comme ces chemins sont fermés, ce sont évidemment des
boucles temporelles, ce qui veut dire que vous pouvez vous rencontrer vous-méme dans le passé avec
tout ce qui s’ensuit’.

Réalité physique de telles solutions

Certes, tout ce que nous disons au sujet de 1I’extension analytique de Kerr est sujet aux mémes objections
que celles que nous avons mentionnées pour Schwarzschild et Reissner-Nordstrem. Il parait hautement
improbable qu’un effondrement gravitationnel réel puisse conduire a ces espaces-temps pour le moins
bizarres. Néanmoins, il est toujours utile de considérer ces solutions exactes.

Du bon usage de I’ergosphere

De plus pour la métrique de Kerr, il se passe des choses également étranges, méme si nous restons a
I’extérieur de I’horizon des événements, regardons cela de plus pres.

Définition de la vitesse angulaire du trou noir

Commengons par nous intéresser a4 la vitesse angulaire du trou. Evidemment, la définition
conventionnelle doit étre modifiée, avant d’appliquer quoi que ce soit a quelque chose d’aussi abstrait que
la métrique de 1’espace temps. Considérons le sort d’un photon, émis dans la direction ®, & un rayon r
dans le plan équatorial (# = = /2) d’un trou noir de Kerr. A I’instant d’émission son impulsion ne
comporte pas de composantes dans les directions » et @, cette condition (composantes r et # =0),
s’écrit :

ds* =0 = gudt® + gog(dide + ddi) + gaedd” . (131)

Si on résout, on obtient :

1)
80 _ _Sw | ([Se) _ Ju (132)
o Yo G Yo

Si nous évaluons I’expression sur I’hypersurface externe de I’ergosphere de la métrique de Kerr, nous
avons g, = 0 et les deux solutions sont :

2Note J. Fric: Le ds? de 1’équation (130) est trés incomplet (vous pouvez le vérifier sur la métrique de Kerr). Il ne prend-on
compte que les termes prépondérants au premier ordre quand r est petit et négatif pour # voisin de 7 /2. Une analyse plus
détaillée montre que la région ou on trouve des boucles temporelles correspond a g 00 < 0. Cette région a une forme torique (a

section non circulaire) dont 1’équateur intérieur est la singularité. Une conséquence de 1’existence de cette région est que dans
toute la région(en général appelée région III) sous I’horizon intérieur, y compris toute la région ou les « r » sont négatifs, la
causalité est violée de fagon non triviale (voir article de B. Carter, Physical Review 1968).



‘j-_':‘:' If_l:'h 2a
dt dt — (2GM)? 4 a2’ (133)

La solution non nulle a le méme signe que a. Nous pouvons I'interpréter comme le fait que le photon
tourne dans le méme sens que le trou noir. La solution zéro montre que le photon a contre courant est
immobile dans ce systéme de coordonnées. (Ce n’est pas la solution compléte de la trajectoire, seulement
le constat que la vitesse instantanée est nulle).

Entrainement du référentiel par le trou noir en rotation

Ceci est un exemple de I’entrainement des référentiels inertiels auquel nous avons fait allusion avant. Cet
exercice a pour but de montrer que les particules massives qui se déplacent a une vitesse inférieure a celle
de la lumiere sont entrainées par la rotation du trou noir des qu’elles sont derriére 1’horizon de Killing.
Cet entrainement se poursuit quand nous nous approchons de I’horizon des événements a r . Nous
pouvons definir la vitesse angulaire de ’horizon des ¢vénements lui-méme, Q;, comme étant la vitesse

angulaire minimum d’une particule a I’horizon. De (132) nous trouvons que :

i i
ey = | — L = ——
T (fi{)_{'r_j ri+a® (134)

Mouvement géodésique dans I’ergosphére

Penchons-nous maintenant sur le mouvement géodésique, notre approche peut étre simplifiée en
considérant les quantités conservées associées aux vecteurs de Killing ("= 0et nH=0 " Pour notre propos,

nous nous limiterons au cas des particules massives, dont nous considérerons la quadri-impulsion :

o

dr

Pr=m . (135)

Ou m est la masse au repos de la particule : Appliquons la condition de conservation a 1’énergie réelle et
au moment cinétique de la particule :

E=—Cp=m (1 a EG'MJ') dt 'J_’m.l’?lMu:r cin? d_n',:

P dr * s il dr (136)



et

2mGMar

Mar g 20 dt L m(r* + a*)* — mAa®sin® # gin? dg
i

dr o dr

L - -,rf“:'[_pu -

Elles différent des définitions précédentes des quantités conservées ou E et L étaient 1’énergie et le
moment cinétique par unité de masse. La conservation s’applique naturellement dans les deux cas. Le

signe moins de la définition de E est justifié par le fait qu’a I’infini et {Met pH sont de type temps, donc
leur produit scalaire est négatif, et que nous voulons une énergie positive.

A Pintérieur de I’ergosphére cependant, {* devient de type espace on peut imaginer une particule pour
qui :

E=—(ph<0. (138)

Cet état négatif qui parait contrariant, peut se retourner a notre avantage en considérant que si toutes les
particules a I’extérieur de 1’horizon de Killing doivent avoir des énergies positives et si une particule a
I’intérieur de I’ergosphére a une énergie négative soit, elle reste a I'intérieur de 1’horizon de Killing sur
une géodésique soit, elle va étre accélérée jusqu’a acquérir une énergie positive et dans ce cas s’échapper.

Extraction d’énergie d’un trou noir en rotation : Le procédé de
Penrose

Ceci nous procure un moyen d’extraire de 1’énergie d’un trou noir en rotation. La méthode est appelée
procédé de Penrose. L’idée est simple (la réalisation pratique 1’est moins). Partant de 1’extérieur de
I’ergospheére, vous vous munissez d’un objet lourd et encombrant, dont vous souhaitez vous débarrasser
définitivement. Muni de cet accessoire, vous bondissez vers le trou noir. Si la quadri-impulsion du

systeme formé de vous et du rocher est p(O)“, alors I’énergie EO =_ Zu p(o)“ est certainement positive et

conservée sur la géodésique. Des que vous entrez dans 1’ergosphere, débarrassez-vous de ce rocher en en
le projetant violemment, de toutes vos forces d’une certaine manicre trés particuliere. Si nous appelons

votre impulsion p(l)“ et p(z)“, celle du gros rocher, a I’instant ou vous projetez le rocher, 1I’impulsion
globale est conservée (cf relativité restreinte) :

P[r.r],u . P[l].u 4 Jrj['!:I.u . (139)

En contractant avec le vecteur de Killing ZH il résulte :



E![':l:l - L—,-[H + E['-.*fl . (140)

Si nous supposons que vous étes arbitrairement fort et adroit, vous pouvez vous arranger pour que votre
lancer soit tel que E? < 0, conformément a errata, lire équation (138)

[t wewe) i T “albing,

Penrose put donc montrer que si vous suivez une trajectoire initiale bien particuliére et opérez un lancer
comme indiqué, vous allez ressortir de 1’ergosphere selon une géodésique et comme 1’énergie est
conservée tout le long du chemin finalement vous allez avoir :

E = gl (141)

C’est-a-dire plus d’énergie (mais un rocher en moins) que quand vous étes rentré.

Mais les trous noirs rasent gratis (rappelons qu’ils n’ont pas de poils), car 1’énergie acquise a été
empruntée au trou noir. En fait le procédé de Penrose permet d’extraire de 1’énergie au trou noir en
I’empruntant a son moment cinétique (ce qui fait décroitre son moment cinétique). Il faut jeter I’objet

dans le sens contraire de la rotation pour que ¢a marche.

Plus précisément, définissons un nouveau vecteur de Killing :
Y =04 Qe (142)

Sur I’horizon externe X" est nul et tangent a I"horizon. Cela découle de {H =0, n" =9, et de la définition

(134) de Q. Le fait que la particule d’impulsion p(z)“ traverse I’horizon vers le futur s’exprime

simplement par :

p["’:"'*x“ = . (143)


 errata, lire équation (138)


En le substituant dans les définitions de E et L, nous voyons que cette condition est équivalente a :

L= — (144)

. 2 . S ..
Comme nous nous sommes arrangés pour que E?) soit négative et Q, positif, nous voyons que la

particule doit avoir un mouvement angulaire négatif, tourner en sens contraire du trou. Une fois que vous
étes sorti du trou, le rocher largué vers I’horizon événementiel, la masse et le moment cinétique du trou se
voient modifiés par la contribution négative du rocher.

dM = E®
: 14
&F = LI'.’I ( 5)
J représente le moment cinétique du trou noir, il vaut :
J=Ma . (146)

Nous ne le justifierons pas (voir Wald pour I’explication). Du coup (144) nous indique la limite
maximum de décroissance du moment cinétique du trou noir :

& < — . (147)

On ne peut extraire que de I’énergie du moment cinétique du trou noir en le
ralentissant

Si nous atteignons cette limite, tandis que le trés gros rocher que nous jetons devient de plus en plus
“nul”, nous atteignons I’optimum dans lequel é J = & M/Q,.

On ne peut pas faire décroitre I’aire de I’horizon des événements



Nous allons maintenant utiliser ces idées pour prouver un résultat trés important. Méme si on peut utiliser
le procédé de Penrose pour extraire de 1’énergie d’un trou noir on ne peut jamais faire décroitre 1’aire de
I’horizon des événements. Pour la métrique de Kerr, on peut par un calcul immédiat (projection 1’élément
linéaire et le volume métrique,..) calculer 1’aire de 1’horizon des événements.

A=dx(ri+a’) . (148)

La masse irréductible d’un trou noir en rotation

Pour montrer qu’il ne peut pas décroitre, il est plus adapté de travailler en termes de masse irréductible du
trou noir défini par :

=

|
—
=Ty
=
=
L

S(rl +a%)
A (149)
M2/ = {Mumf)
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M2 4 /M - {J;’Gj'*) _

On peut différentier cette expression et on obtient aprés un peu de transpiration :

- il

oM irr = .
AGVGIME — a2 M,,

(5 dM —4l) . (150)

Nous pensons que les facteurs de G sont corrects, mais cela ne ferait pas de mal de vérifier. Alors la
limite (147) devient :

My > 0 . (151)

La masse irréductible, comme son nom I’indique, ne peut pas étre réduite. Il s’ensuit que 1’énergie
maximum que nous pouvons extraire d’un trou noir en rotation jusqu’a provoquer son arrét est :

— 12
M— M, = M— % (M"’ + /= {J’ﬂ?j‘ij _ (152)



On peut extraire jusqu’a 29% de I’énergie d’un trou noir jusqu’a provoquer son
arrét

Cette énergie extraite on obtient un trou noir de Schwarzschild de masse M, . Le mieux qu’on puisse

espérer avec le trou noir extrémal de Kerr est d’environ 29% de son énergie totale (ce qui est
appréciable).

L’irréductibilité de M, implique que ’aire 4 ne peut jamais décroitre. De (149) et (150) nous tirons :

0A =8xG

[r) - .
(M — Qgdg)
QpVGEME — a2 Hoa) s (153)

qui peut étre réécrit :

M = ——8A+Qpdl] (154)
ou nous avons introduit :
VOEME — gf (155)

t T eMCM VG — &)

Gravité de surface du trou noir

La quantité = est appelée la gravité de surface du trou noir.

C’est en partant d’équations comme (154), qu’on a commencé a faire le rapprochement entre les trous
noirs et la thermodynamique. Considérons la premicre loi de la thermodynamique :

dlJ = TdS + work terms . (156)

Analogie avec la thermodynamique

Il est naturel d’interpréter le terme Q¢ J comme le travail que nous produisons dans le trou noir en y

jetant des objets.

Ainsi I’analogie avec la thermodynamique commence a prendre forme si nous assimilons | 'aire 4 a
I’entropie S, et la gravité de surface « a 8 G fois la température 7. En fait dans le contexte de la
Relativité générale 1’analogie est essentiellement parfaite.



Température du trou noir

La loi zéro de la thermodynamique dit qu’en équilibre thermique la température est la méme partout dans
le systeme. La proposition équivalente, pour les trous noirs, est que la gravité de surface est constante sur
I’horizon entier (vrai). Nous avons vu que la premiere loi (156) est équivalente a (154).

Entropie du trou noir

La seconde loi, qui stipule que 1’entropie ne décroit jamais, correspond au fait que I’horizon ne décroit
jamais.

Zéro absolu et censure cosmique

Enfin la troisiéme loi qui stipule qu’il est impossible d’atteindre T = 0 dans n’importe quel processus
physique doit impliquer qu’il est impossible d’atteindre x = 0 dans n’importe quel processus physique. 1l
apparait que £ = 0 correspond aux trous noirs extrémaux (soit de Kerr ou de Reissner-Nordstrem) laissant
apparaitre des singularités nues. Par cela la troisieme loi se référe a la censure cosmique

Le chainon manquant était que les corps noirs thermodynamiques réels devaient produire le rayonnement
du corps noir caractéristique, fonction de leur température. Avant la découverte de Hawking on pensait
que les trous noirs ne rayonnaient pas du tout, qu’ils étaient vraiment noirs.

Historiquement c’est Bekenstein qui le premier a eu 1’idée que les trous noirs pouvaient se comporter en
honnétes corps noirs, avec leur rayonnement dépendant de leur température, a la clé. Ceci chagrinait
Hawking qui, en voulant prouver que c’était faux, €tablit le contraire. L’analogie thermodynamique se
confirme étre plus actuelle que jamais, méme si pour étre honnéte personne ne sait trés bien pourquoi.
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